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Aufgabe 49:
Sei A € L(X), D ein zusammenhéngendes Gebiet, das im Inneren die Eigenwerte von A enthélt und

I" eine Kurve, die gegen den Uhrzeigersinn den Rand von D parametrisiert. Zeigen Sie

= L / M R(X, A)dA.
I
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Hinweis: Entwickeln Sie die Resolvente in eine Neumann’sche Reihe und benutzen Sie dann eine
Verallgemeinerung der Cauchy’schen Integralformel fiir hdhere Ableitungen.

Aufgabe 50:
Sei X = Ch(R) :={f € C(R) |Ve>03 K CR kompakt mit |f(s)| < € fiir s € R\ K} versehen mit
der Supremumsnorm. Fiir festes o > 0 definiere den Operator A, als den Differenzenquotienten
Aaf(s):=5(f(s+a) = f(s)), [feX, seR
Zeigen Sie, dass A, € £(X) mit [|Aq|| < 2/a, und daher
|| exp(tAq)|| < exp(t 2) Vit>0.

gilt. Zeigen Sie weiter, dass exp(tA,) explizit als

— (&))"

exp(tAa)f(s) = exp(—1) > S-f(s+ka), feX seR
k=0

angegeben werden kann und daher die viel bessere Bedingung
llexp(tAy)] = 1.
erfiillt.

Aufgabe 51:
Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung mit homogenen Neumann-Randbedingungen
Ou(z,t) = Agu(x,t) fir (z,t) € 2 x (0,7)
dyu(z,t) 0 firz el :=0Q, te (0,7)
u(z,0) = wup(z) fiir z € Q

auf H = L?(9).

(a) Geben Sie die schwache Formulierung an. Welcher Raum V ist der geeignete Grundraum? Wie
sieht die Bilinearform af(-,-) aus und ist sie V- elliptisch?
(b) Zeigen Sie, dass die Bilinearform a aus Teil a) die Gardingungleichung
2 2
a(u, u) = allully —cllully

erfiillt. Kénnen Sie o und ¢ konkret angeben?

b.w.



Aufgabe 52:
Zeigen Sie, dass, falls die Bilinearform a in der schwachen Formulierung einer parabolischen Gleichung
O(u,v)g + alu,v) = (f,v)u, VveV

anstelle der V-Elliptizitdt nur die Gardingungleichung erfiillt, die Existenz- und Eindeutigkeitsaussa-
gen der Vorlesung weiterhin gelten. Wie sieht nun die Abschétzung fiir die Losung u aus?

Hinweis: Betrachten Sie ein dquivalentes Problem mit Losung w(t) = e~ “u(t) und zeigen Sie fiir die
dazu gehorige Bilinearform die V-Elliptizitét.

Besprechung in der Ubung am Donnerstag, 06.07.2023.



