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Aufgabe 51:

Sei A ∈ Rn×n eine nicht-singuläre Matrix, b ∈ Rn und xm eine Folge von approximativen Lösungen
von Ax = b. Zeigen Sie, dass für x∗ := A−1b, em := x∗ − xm und rm := A(x∗ − xm) = Aem gilt
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wobei κ(A) die Konditionszahl von A bezüglich der ‖ · ‖-Norm bezeichnet.

Aufgabe 52:

Beweisen Sie Satz 3.8:
Ist AVm = VmHm und ist WH

m Vm invertierbar, so ist xm = Vmym, wobei ym durch (G) oder (M)
charakterisiert ist, die exakte Lösung von Ax = b.

Aufgabe 53:

Beweisen Sie Lemma 3.10:
Sind Vk = [v1, . . . , vk], H̃k = (hij)

k+1, k
i, j=1 mit vj und hij aus dem Arnoldi-Algorithmus (3.9) und ek k-ter

Einheitsvektor, dann gilt

(a) V H
k Vk = Ik.

(b) AVk = Vk+1H̃k = VkHk + hk+1,kvk+1e
T
k .

(c) V H
k AVk = Hk.

(d) Falls A = AH , so ist Hk = HH
k , d.h Hk ist tridiagonal.

Aufgabe 54:

Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b mit invertierbarer Matrix A ∈ RN×N . Leiten
Sie das CGNE-Verfahren (Conjugate Gradient for Normal Equations) zur Approximation von x her,
indem Sie x = ATu substituieren und auf das resultierende Gleichungssystem für u das CG-Verfahren
(Algorithmus 2.5) anwenden. Elimimieren Sie nun im CGNE-Verfahren die Variable u, sodass Sie eine
Näherungsfolge (xk)k erhalten.

Aufgabe 55:

Angenommen, das Arnoldi-Verfahren bricht in Schritt m ab, d.h. hm+1,m = 0. Zeigen Sie, dass dann

(a) Km(A, b) ein A-invarianter Unterraum ist;

(b) Km(A, b) = Km+1(A, b) = Km+2(A, b) = . . . , also dim KN (A, b) = m gilt.

Besprechung in der Übung am Dienstag, 23.1.2024.


