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Vektorraume

P = {>"yaX|a € R}
Addition:
p+aq:i=>"o(pi+aq)X firp:=3 7" piX und q:= 3" qX
Skalarmultiplikation:
a-pi=>1"o(ap)X fir p:=3 ", piX und @ € R.
Reelle 2 x 2 Matrizen
Addition:

A+ B = (aj + by)7_; fir A= (a;)7,_; und B = (by)?,_;
(aj, by € R)

Skalarmultiplikation:

a- A= (ay)?;_, fir A= (aay)?;_; und @ €R.
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Lineare (Un-)Abhangigkeit
Definition
Eine Menge von n Vektoren M = {uwg,...,un—1} C V heiBt linear

unabhéangig falls gilt

n—1
> ajuj=0 =a;=0firallej=0,...,n—1
j=0

Definition
Ein linear unabhangiges Erzeugendensystem heiBt Basis.

Definition
Die Anzahl der Elemente einer Basis eines Vektorraums heiBt Dimension
des Vektorraums
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Welche Dimension hat der Vektorraum der symmetrischen 4 x 4 Matrizen?
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Lineare Abbildungen

Definition
Seien U, V zwei R-Vektorraume. Eine Abbildung o : U — V heiBt linear,
falls
o afu+v)=a(u)+ av)
o a(zu) = za(u)
fiir alle Vektoren u, v € U und reelle z gilt. )
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Welche Abbildungen sind linear?
R? — R?: (x,y) — (—y,x)
R? — R?: (x,y) — (xy,0)
R2 = R:(x,y)rx—y
A R?> - R:(x,y)—x
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Lineare Abbildungen und Matrizen: Fragestellungen
Eigenschaften von Matrizen
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kern(A)={veV|Av=0}CV

bild(A) = {w e W|Ive V,Av=w} C W
Basen fiir kern(A) und bild(A)

rang(A) = dim(bild(A))

Falls n = m, ist A € Gl(n)? Existiert A=?

Zu A € Gl(n) lose
Ax=b, beR"

Zu A € R™*" finde x € R", so dass

|Ax — b||2 — min
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Losung mit Hilfe der Zeilenstufenform
Die Losung von Ax = b ist gegeben durch x = A~1b
Ansatz: Berechne A~! mit Hilfe der spez. Zeilenstufenform
[A‘l]—>[ZA‘E/---E1EOI]:[/‘A‘l]
Berechne x = A~1h.
Da A~ = E;--- E1Eq (E; Elementarmatrix), ist
A~'b=E; - E Eb.
Statt A~!, berechne direkt spez. Zeilenstufenform von

[A|b] — [ Za|E--EEb]=[1]A ]
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Elementarmatrizen

Definition Matrizen der Form E =/ —uv', u,v € R" mit u”v # 1 heiBen

Elementarmatrizen.

to
T _ Up
uv = [vo,...v,,_l] = 0%0
Up—1Vo
Upn—1
000] n—1
-
v u= [v()?...,vn_l] = g vilj
Up_1 i=0
E ist invertierbar, E~ = | — —lellfl uv’

upVvp—1:
Up—1Vn—1
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Spezielle Elementarmatrizen

@ Multiplikation der i-ten Zeile mit @ € R oder C
E=1—-(1-a)ee
o Addition der j-ten Zeile zur j-ten Zeile

E: I+ejeiT

o Addition des a-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile

E=1+ ozeje,-T
@ Vertausche j-te und j-te Zeile
E=1—uw, u=e — ¢
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Zeilenstufenform

Erinnerung: Jede Matrix kann durch elementare Zeilenumformungen (oder
aquivalent durch Multiplikation von links mit Elementarmatrizen) auf
Zeilenstufenform Z transformiert werden:

-® X X

0 0| ®

A—Z=

o

® = Pivotelemente # 0
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Zeilenstufenform 1l

Eigenschaften der Zeilenstufenform Z von A
@ Pivotpositionen sind eindeutig durch Elemente von A bestimmt
@ Eintrage in Z sind nicht eindeutig bestimmt
@ Spalten von A, welche Pivotpositionen enthalten heiBen Basisspalten

e Rang(A) = # Basisspalten von A
= # von Null verschiedene Zeilen von Z
= # Pivotelemente
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Beispiel

Aufgabe: Bestimme den Rang und identifiziere die Basisspalten von
1 211
A=12 4 2 2
36 3 4
Losung: Zeilenstufenform

damit: Rang A = 2, Pivotelemente in 1. und 4. Spalte
Basisspalten: 1. und 4. Spalte von A (A. g, A.3)
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Spezielle Zeilenstufenform

Erinnerung: Z ist in spezieller Zeilenstufenform Z,, wenn
@ Z in Zeilenstufenform ist
@ alle Pivotelemente eins sind

o alle Eintrage oberhalb der Pivotelemente Null sind

1 x 00 x x 0 x|
0 0|1 0 x x 0 x
01 x x 0 x
o= | . . .
0 0 0 0|1 x
oo 00
_0 0O 00 0O O O 0_

Zy ist eindeutig bestimmt
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Beispiel

Aufgabe: Bestimme die spezielle Zeilenstufenform Z4, den Rang und die
Basisspalten von

1 22 31

2 4 4 6 2

A= 36 6 9 6

1 2 45 3

Losung: 12010
7. 0 0|1 10

A71o0 00 0]1

0 00O0TO

damit: Rang A = 3, Basisspalten: A.p,A.>, A. 4
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Berechnung der Inversen einer Matrix
Erinnerung: Ist A € GL(n), also invertierbar, dann ist die spezielle
Zeilenstufenform die ldentitat: Z4 = I,

El- . EPE'A=1| = E'. . .E2E' = A1 =E'... E2E1]
GauB-Jordan-Verfahren: Transformiere die erweiterte Matrix

[ALT]— [1]A]

Beispiel:
111 2 -1 0
A=11 2 2| —wA1=] -1 2 -1
1 23 0 -1 1
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Inverse einer Matrix

Eigenschaften der Inversen: Es seien A, B € K"*" nicht singular, dann gilt
o (A ) l=A
@ AB ist nicht singular
o (AB)"l=B"1A"!
° (A—l)T — (AT)_I, (A_l)* — (A*)—lv
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GauB-Elimination (Zeilenstufenform fiir A € Gl(n))

Nach k — 1 Schritten GauB-Elimination erhilt man

X « e X al X PR X
X (e X X
A—s A = k=1
Qe X X
Qp X X

k-ter Schritt

if Alk,k] =0
Finde Index 1, so dass A[l,k] "= 0
Tausche Zeilen A[k,:] und A[1l,:]

Eliminiere Eintraege A[k+1:,:]
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Eliminationsschritt |

Erinnerung: Subtraktion des ¢ = aj/ay-fachen der k-ten Zeile von der
j-ten Zeile entspricht Links-Multiplikation mit

| — ijejeZ
Elimination von A[k+1:,k] < Links-Multiplikation mit Ly
L= (I —lo-1ken-16] ) (I — lisokenroel Y — lrr1nekriel )

Wegen (e, ej)o =ele; =0, i#]

g

T T T

Ly = I —Lhkene, — . — liyokeki2€ — L1 k€ki1€
T T

= I—lee], =00 - 0 lgah - Lno1i]
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Eliminationsschritt |l

Nach Konstruktion von Ly gilt dann

X e X oo X ... X
X o1 X X

Ak =Lk Ak—1 = X X X
0 .

0 X e X

= (I —txe] VA1 = A1 — xe] A1,

Beobachtung

L,- andert die ersten k — 1 Zeilen von Ai_1 nicht
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Algorithmus (ohne Vertauschungen)

Mit Ag = A und Ay = L Ak_1 erhdlt man
Lh_1---L1-LgA= R obere Dreiecksmatrix
Wegen L;l = | + lxe/ ist dann

A=t LY R=1LR

Mit L= (I+Lloe] (I +lre])--- (I +ln_1e] ;)
1
EI,O 1

lho1o - bpoip2 1
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Beispiel

Die Elemente von L und R kénnen auf den Speicherplatzen von A
gespeichert werden.

2 2 2 2 2 2
A=|4 7 7| —|2]13 3| —
6 18 22 3[12 16

Wir erhalten also die LR-Zerlegung

w NN
BN
N

1
A=LR mit L=|2
3

A R O
= O O
=
Il
o oOoON
o W N
B~ w N
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LR-Zerlegung — Algorithmus

L = np.eye(n);

for k in range(n-1):

for i in range(k+1l, n+1):
Lli,k] = A[i,k] / Alk,k];
for j in range(k, n+1):

Ali,j] = A[i,j] - L[i,k]l=*A[k,j];
R = A;
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LR-Zerlegung — Algorithmus

L = np.eye(n);
P = np.eye(n);
for k in range(n-1):
if Alk,k] == O:
Suche Index 1 > k, so dass not A[l,k] == 0
Tausche Zeilen k und 1 von A, L und P und
Spalten k und 1 von L

for i in range(k+1l, n+1):
Lli,k] = A[i,k] / Alk,k];
for j in range(k, n+1):

Ali,j] = A[i,j] - L[i,k]l=*A[k,j];
R = A;
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LR-Zerlegung — Platzsparende Variante

p = range(n);
for k in range(n - 1):
if Alk,k] == 0:
Suche Index 1 > k, so dass not A[l,k] == 0

Tausche Zeilen k und 1 von A
vertausche Elemente k und 1 von p

for i in range(k+1l, n+1):
Ali,k] = A[i,k] / Alk,k];
Ali,k+1:] Ali,k+1:] - A[i,k] * A[k, k+1:];

Dann:

R = np.triu(A);
L = np.eye(n) + np.tril(A,-1);
P = Permutationsmatrix, die plk] auf k abbildet, k = O,

@ j-Schleife vektorisiert
@ A zum Speichern von L und R verwendet
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Aufwand

n—-2 n n—1
(n—k+1)=) (n—k)(n—k+1)
k=0 i=k+1 k=1
n—1
=>jl+1)
j=1
1 1
=—(n—1)n(2n—1)+ =n(n—1)
6 2
1 1
= §n3 — §n
= 2n* 4 O(?)
3
Erinnerung: Z_] (m+1)(2m+1)
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Satz (LR-Zerlegung)

Sei A € K™" so, dass bei der Reduktion auf Zeilenstufenform ohne
Zeilenvertauschung kein Pivotelement O auftritt. Dann gibt es eine

Zerlegung A = LR mit
@ L ist untere und R ist obere Dreiecksmatrix
Q@ /lii=1lundr;#0firi=1,2,...,n
© L und R sind damit eindeutig bestimmt.
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Anwendungen der LR-Zerlegung

Losung linearer Gleichungssysteme
Sei A= LR die LR-Zerlegung
Ax =b
<~ L(Rx)=b
< Lly=b, Rx=y
@ L und R haben Dreiecksform

e Ly = b — Vorwartssubstitution
@ Rx = y —» Riickwartssubstitution

Achim Schaedle (HHU) CompLinA 29. 11. + 6. 12. + 20. 12. 2018

28



Vorwartssubstitution

1 §51 b
b1 1 y2 bo
ly=b+—= | . ) =1
en,l T En,n—l 1 Yn b,
Losung
for i in range(n):
y[i] = bl[il;

for j in range(i):
y[i] -= L[i, j]*y[j]‘

Aufwand Z(k —1) (n—1) = —n + O(n)
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Rickwartssubstitution

ni np

Rx =y «<—

Losung

for i in range(n-1, -1, -1):

x[1] = y[il;

for j in range(i+1l:n+1):
x[1] -= R[i,j]1*x[j];

x[i] = x[i]l/R[i,1];
n—1

,n X1 Y1
: Y2
'n—1,n—1 In—1,n Xpn—1
'n,n Xn Yn
# Riickwarts von n-1, ..., O

n—1
Aufwand E:Ur— E:k::—n-+0()
k=1

k=1
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Bemerkungen zur LR-Zerlegung

o Ist die LR-Zerlegung von A schon berechnet und méchte man ein
weiteres Gleichungssystem Ax = c I6sen, so kann man die teure
LR-Zerlegung (~ %n3 Operationen) wiederverwenden und muss nur
die billigen Vorwirts-/Riickwirtseliminationen (je ~ 2 n?
Operationen) neu rechnen.

@ Wendet man das GauB-Verfahren direkt auf die erweiterte Matrix
[A ] b] an, so ergibt sich [R | L~1b], die Vorwirtselimination kann also

einfach mitgerechnet werden.
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Darstellungsmatrix
Definition
Seien U, V zwei K-Vektorraume. Seien {u1,...,u,} € U und

{vi,...,vm} C V Basen. Sei ¢ : U — V linear. Seien ¢(uj) = > i ajjvi,
1 < j < n. Dann heiBt

(aU)I’J 1 c Kan

eine Darstellungsmatrix der linearen Abbildung ¢.

Bemerkung

e Die Koeffizienten aj; sind durch die Wahl der Basen von U und V
eindeutig bestimmt.

o Seien u = 7 pju; und p(u) = v = >, vv;. Definiere
= (wj)j=1 und v = (v;),, so gilt

v = Au, also Za,],uj, 1<j<n.
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Bilinearformen

Sei V ein R-Vektorraum.
Definition
Eine Abbildung a: V x V — R heiBt Bilinearform auf V, falls
o a(u,v+w)=a(u,v)+a(uw)
o a(u+w,v)=a(u,v)+a(w,v)
e a(au,v)=caa(u,v)
e a(u,av) =caa(u,v)

fiir alle Vektoren u, v, w und o € R gilt.

D.h. die Abbildungen a (-, v) und a(u,-) sind beide linear.
Definition

a heiBt positiv (semi-) definit, falls R 5 a(u, u) > 0 bzw. > 0 fiir alle
0£ueV.
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Sesquilinearformen

Sei V ein C-Vektorraum.

Definition

Eine Abbildung a: V x V — C heiBt Sesquilinearform auf V, falls
o a(u,v+w)=a(u,v)+a(uw)
o a(u+w,v)=a(u,v)+a(w,v)
e a(au,v)=caa(u,v)

e a(u,av) =a@a(u,v)

fiir alle Vektoren u, v, w und « € C gilt.

D.h. a(-, v) ist linear und a(u, ) ist semilinear.
Definition

a heiBt positiv (semi-) definit, falls R 5 a(u, u) > 0 bzw. > 0 fiir alle
0£ueV.
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Skalarprodukt / inneres Produkt

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition

Eine Bi—/SMearform a auf V heiBt symmetrisch/hermitesch, falls
a(u,v)=a(v,u) fir alle u,v e V.

Definition
Eine symmetrische/hermitesche, positiv definite Bi-/Sesquilinearform ist
ein Skalarprodukt.

Beispiel:
Fir u,v € R" ist

n

(u,v) — Z vk = v u=:{(u,v)

k=1

ein Skalarprodukt (das euklidische Skalarprodukt des R").
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Beispiele Skalarprodukte

B (A B)+— >_7;_; ajbj ist ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum der
reellen n x n Matrizen.

(p,q) — fol p(t)q(t)dt ist ein Skalarprodukt auf P, mit reellen
Koeffizienten.
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Unitare und Orthogonale Abbildungen

Definition
Sei A eine lineare Abbildung auf einem R-Vektorraum mit Skalarprodukt
(V,(-,-)) Falls ||Ax|| = ||x|| fiir alle x € V gilt, so heiBt A orthogonal.

Definition
Sei A eine lineare Abbildung auf einem C-Vektorraum mit Skalarprodukt
(V,(-,-)) Falls ||Ax|| = ||x|| fiir alle x € V gilt, so heiBt A unitar.

hierbei ist ||x|| := (x, x)}/? die durch das Skalarprodukt gegebene Norm.
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Beispiele

© In R? ist die Drehung gegeben durch die Matrix

cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(a)

orthogonal.

@ In C3 ist die Spiegelung an der (x, y)-Ebene

(x,y,2) = (x,y,—2)

unitar.
© In R3 ist die Projektion auf die (x, y)-Ebene

(x,y,2) = (x,y,0)

nicht orthogonal.
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Orthogonal- und Orthonormalbasen

Definition
Sei V ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-)y (reell oder komplex).
Eine Menge {vi,...,v,} C V heiBt orthogonal, falls

<V,', VJ>V = 0, falls 1751
Eine orthogonale Menge {v1,...,v,} C V heiBt orthonormal, falls
(vi,vi)v =1, firl <ij<n.

Entsprechende Basen heien Orthogonalbasis bzw. Orthonormalbasis.

Ab jetzt fiir heute wir versehen R” mit dem euklidischen Skalarprodukt

(u,v) =vTu.
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Beispiel

Seien {v1,...,v,} € R™ orthonormale Vektoren, so ist die Matrix
Q:[Vll"' ’ Vn]

orthogonal.

Umgekehrt sind die Spalten einer orthogonalen Matrix orthonormale
Vektoren.
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Gram-Schmidt-Orthogonalisierung

Erinnerung:
Linear unabhangige Vektoren ai,...,a, in R™ kdnnen zu qi,...,qn
orthonormaliesiert werden:

<a1,...,ak>:(q1,...,qk>, k:].,...,n

0, k#j
quqk={ # .

mit

1, k=j
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung: Fiir k =1,...,n

k—1
~ _ T
qk = dk — E Tikdj, lik = q; dk
=1

qk = G/ ik, rik = || G|

Achim Schaedle (HHU) CompLinA 29. 11. + 6. 12. + 20. 12. 2018

41



QR-Zerlegung fiir A € R™*”"

Gram-Schmidt-Orthogonalisierung: fiir k =1,...,n

k-1
Gk =aKk— Y kG Gk = Gk/ ik
=1
k Ik
=a= rg=|alal. . |qu

j=t Ikk
ni n2 -0 rfp
ro ot g

<=>[al\azl...]an]:[q1|q2|...|qn]

rnn
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reduzierte und volle QR-Zerlegung

Reduzierte QR-Zerlegung

QTQ=1d,
Volle QR-Zerlegung

Achim Schaedle (HHU) CompLinA
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Reduzierte QR-Zerlegung

Definition
Sei A € R™" mit Rang(A) = n < m gegeben. Dann heift
o A= QR mit Q € R™" (spalten-) orthogonal und oberer
Dreiecksmatrix R € R™" heiBt reduzierte QR-Zerlegung.

o A= QR mit @ =[Q Q] € R™" orthogonal und oberer
R

0m—n,n

Dreiecksmatrix R = [ } € R™" heiBt volle QR-Zerlegung von

Satz

Die reduzierte QR-Zerlegung von A ist eindeutig, wenn man r;; > 0
voraussetzt.
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Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren

Klassische Gram-Schmidt-Orthogonalisierung:

k—1

Gk =ak— > rikdj, rik = qj a
=1

qk = Gi/ reks ik = || G|

Interpretation (falls die Summe in der Reihenfolge 1,2,... berechnet wird):

e orthogonalisiere ax (gleichzeitig) gegen g1, ..., gk—1
Modifikation:
@ orthogonalisiere §x nacheinander gegen gi,...,gk—1
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Modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren

orthogonalisiere a; zunachst gegen g;:

~ T
dik = ak — njqi1, Nk =4y dk

@ anschlieBend orthogonalisiere Gix gegen qgo:

Gok = G1k — kg2, Nk = gz Gik
@ anschlieBend orthogonalisiere Gox gegen gs:

~ o~ T

93k = 92k — 3kQ3, Rk = g3 q2k

@ usw.
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Vor- und Nachteile

@ Orthogonalisierungen miissen nacheinander durchgefiihrt werden (d.h.
keine Parallelisierung moglich)

@ in exakter Arithmetik sind beide Algorithmen dquivalent, denn
rik = qj a
j-1
= qJ'T (ak - Z fiin)
i=1
da gl q; =0 fiir j # i
q; qi =0 fir j # .

@ in Gleitkommaarithmetik ist der modifizierte Gram-Schmidt-
Algorithmus stabiler
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Klassisches und Modifiziertes Gram Schmidt Verfahren

Gegeben Basisvektoren [ay, .., a5] Gegeben Basisvektoren [ag, .., an]
for k=1,...,ndo for k=1,....,ndo
qk = ak qk = ak
if k# 1 then for i=1.k—1do
ik = qf qi fiirj =1, k=1 fir = a7 qu.
_ k—1 — —ar
Gk = Gk — D j—1 Gjljk qk = Gk — Gilik
end if end for
Mk = 1G]l Mk = |19kl
Gk = Gk/ i,k Gk = Qk/ e,k
end for end for
Erhalte Basisvektoren g1,...,qn Erhalte Basisvektoren q1,...,qn
und Matrix R und Matrix R
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Stabilitatsvergleich

Klassisches und modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren
Orthogonalitdt von Q: max;~x |q/ g;|

10°
e klassisch

10714 x  modifiziert
10—2 N
1073 4
1074 4
10—5 .

1076 4

10—7 4

10°8

0 50 100 150 200 250 300 350 400
k
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Stabilitatsvergleich

Klassisches und modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren
Eintriage von log;o(|Q7 - Q). WeiB = 0 = logyo(1), Schwarz =
—8 = log19(10~%) = logyq(eps).

Klassisch Modifiziert
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Losung linearer Gleichungssysteme mit QR-Zerlegung

Fir A € R™" nicht singular ist
Ax=b<= QRx=b<= Rx=Q"b
Wie I6st man mit Q7 Tipp: QTR =1Id

lLA. teurer aber (mit mod. Gram-Schmidt oder
Householder-Transformationen) stabiler als GauB-Elimination.
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