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Instabilitaten bei GauB-Elimination
Aufgabe: Berechne LR-Zerlegung von

-

LR-Zerlegung von A ohne Zeilenvertauschung existiert nicht (Division
durch 0)

10720 1
A= ]

Pivotelement 10720 £ 0, LR-Zerlegung von A existiert:

1 0 10-%0 1
L= [1020 1]’ R= [ 0 1—1020}

PYTHON liefert jedoch bei der Multiplikation L- R # A
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Gleitkommaarithmetik

Wie lasst sich dieser Fehler erklaren?

@ Wie werden Zahlen im Rechner dargestellt?
@ Welche Fehler kdnnen bei Grundrechenarten passieren?

@ Wie kann man Instabilitaten im GauB-Algorithmus vermeiden?
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Gleitkommazahlen

Eine Gleitkommazahl (engl. floating point number) zu einer gegebenen
Basis b ist eine Zahl der Form

X=s-m-b®,

wobei
e s e {—1,1} das Signum
e m € [1,b) die Mantisse und
@ e € Z der Exponent

heiBen.
Jede reelle Zahl Iasst sich auf diese Weise eindeutig darstellen.
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Gleitkommadarstellung reeller Zahlen

Sei 'm auf ¢ Ziffern gerundete Mantisse von x = £m - b®
fl(x) .= +m- b®
Beispiel: £ =28,b=10, x = 7 = 3.141592653. ...

fl(r) = 3.1415927 - 10°

Maschinengenauigkeit: Kleinste positive Zahl eps, so dass
fl(1 4 eps) > 1.

o Dezimalsystem eps =5-10"*
o Binirsystem (Basis 2) eps =27¢

Achim Schaedle (HHU) CompLinA 13. und 20. Dezember 2018 5



Beispiele

Dezimaldarstellung (b = 10)

x=s-m-10¢,

m € [1,10)

x=1 =
x=-10 =
x = —0,125 =
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s=—-1,e=1 m=1

s=-1, e=-1, m=1.25



Beispiele

Binardarstellung (b = 2)
x=s-m-2° m € [1,2)
x=1 = s=1,e=0 m=1
x = —10 = s=—1,e—3,m=%

x = —0,125 = s=-1,e=-3 m=1
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Zahlendarstellung im Rechner

Der Rechner hat nur endlich viel Speicher

= m und e kdnnen nur endlich viele Werte annehmen.

= stelle m und e binar dar (d.h. b = 2).

°
°

@ Computer kann nur Nullen und Einen speichern

°

@ Verwende p+ 1 Stellen fiir die Mantisse, r Stellen fiir den Exponenten.
°

Erhalte endliche Gleitkommadarstellung

P r—1
fl(x) =s-m-b, mit s=(-1)°, m= 1+Z M, 27K e= Z Ej2!—:
k=1 =0

wobei §, M, E; € {0,1},i=0,...,p—1,/=0,...,r—1.
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Zahlendarstellung im Rechner, Anordnung

P r—1
fi(x) =smb®, mit s=(-1)°, m=1+> M, 275 e=)» E2'-
k=1 /=0
Anordnung im Speicher bei einfacher Genauigkeit, d.h. p =23, r = 8:

Bit Bit
31 24|28 7 0|31 24|28
el h, AT
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Zahlendarstellung im Rechner, spezielle Werte

Mantisse

Exponent Mantisse

Vorzeichen

@ NaN (not-a-number): e = 2"~1, m > 1, Indikation fiir Fehler
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Beispiele

s=1=(-1)°
r—2
e=0=>) 1-2/40-2"1-2"1+1

1=0

N——

—or—1_1 p
m=1=1+)» 0.27%

k=1

Exponent Mantisse

Vorzeichen
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Beispiele

x=-10=-1-2.22 s=-1e=3 m=2

r—2

e:3:0-20+1-22+Zo.2’+1.2f—1—2’—1+1

=0

3
I
IR

23 16|15

Exponent Mantisse

1 1 &
=1 L2412 E .o~k
+0 2+ 4+k730

8|7 0

Vorzeichen
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Beispiele

x=-015=—--=-1.1.2"3  s=-1e=-3 m=1
s=-1=(-1)!
2 6
e=—3=64+32+16+8+4—128+1 = Z 0-2’+Z 1.2/ 40272141
1=0 1=3
P
m=1=14+>» 0.2
k=1
Bit
31 24|23 16(15 8|7 0
o[ +[+]s]1]o]o
Exponent Mantisse

Vorzeichen
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Beispiele — Rundung]!

x=01=1-2.27%* s=1e=-4 m=28
s=1=(-1)°
e=—-4=64+32+164+8+2+1—-128+1
—8—1+3~1+1+1+1+ L + 1+ : + L + :
M=%~ 5 772716 ' 32 256 512 ' 4096 ' 8192 ' 655
1 1 1 1
o * 131072 " 1048576 T 2007152 ' 8388608
23 16(15 8|7 0

-

31 24
ofo[1]s]r]o]

Exponent Mantisse
Vorzeichen

f1(0,1) # 0,1 ist nicht exakt darstellbar, denn

8 1 1
£ =D a T pakit
k>0
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Beispiele — Rundung]!

x = 1+107% = 1,00000001 = 1-1,00000001-2° s =1, e =0, m = 1,000000

s=1=(-1)°
e=0=064+32+16+8+4+2+1-128+1

~ 100000001 1 - B
™= Tooooo000 — + * Toooooopo 42 12T L2110

Bit
31 24|23 16[15 8|7 0
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Maschinengenauigkeit

Maschinengenauigkeit: Kleinste positive Zahl eps, so dass
fi(1 + eps) > 1.

Fiir einfache Genauigkeit: eps =223~ 1,2-107".

Bemerkung: eps ist der Abstand zwischen je zwei benachbarten
Mantissen.
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|IEEE Standard 754 - 1985/2008: Gleitkommazahlen

Genauigkeit Bit Byte Vorzeichen s Exponent e Manti
einfach = single 32 4 1(31) 8(30 — 23) (22
doppelt = double 64 8 1(63) 11(62 — 52) (51
vierfach = quadruple 128 16 1(127) 15(126 — 113)  113(11
achtfach = octuple 256 32 1(255) 19(254 — 237) 237(27

Normalisierte Zahlendarstellung (s.o.):

s-1.M-287P35  piag — 127 bzw. 1023 bzw. 16383 bzw. 262143

Damit ergeben sich die Maschinengenauigkeiten
@ single: eps =273~ 1,2-10~"
e double: eps =272 ~22.1071°
@ quadruple: eps =213 ~0,6-1073
@ octuple: eps =272 ~45.107"2

In PYTHON wird standardmaBig doppelt genau gerechnet.
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Relativer Fehler der endlichen Gleitkommadarstellung

Satz
Fiir jedes 0 # x € [-27~1,2r=1]\ [-27r+1 2=r+1] ist
16D Al o
[x]

das heiBt der relative Fehler ist beschrankt durch eps.

Beweis: M ={1+n-27P | ne{0,...,2P}} = Menge der Mantissen.
Sei fl(x) = m- 2% und x = m- 2%, wobei m,m € M. Sei Am := m —m.
Nach Bemerkung ist |[Am| < eps. Damit

[fi(x)—x| |[m—m]-2¢ |Am|

= = = < eps,
] ml -2 |m|

dam>1. O
Schreibe daher fl(x) = x(1 + ) mit |¢] < eps.
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Kondition eines Problems

Ein Problem sei durch (Auswertung einer) Abbildung
F:U—=V x— F(x)

beschrieben, wobei U und V normierte Rdume sind und F etwa die
Problemstellung

@ ein Polynom auszuwerten,
o die Wurzeln einer quadratischen Gleichung zu bestimmen,
o die Losung von Ax = b zu berechnen oder

o die Losung eines Eigenwertproblems Ax = Ax ist.

Frage: Wie wirken sich Stérungen in den Daten (Koeffizienten des
Polynoms, Eintrdgen von A und b, ...) auf das Resultat F(x) aus?

Achim Schaedle (HHU) CompLinA 13. und 20. Dezember 2018 19



Kondition eines Problems

Sei U =R" und V =R, dann ist:

Definition: Die Kondition s von F ist die kleinste Zahl, so dass

[F(%) = F(x)I
[F(>)|

|Xi — xil

<eps, Vi—= < K -eps.

|xi]

Das Problem heiBt gut konditioniert, falls x nicht zu groB ist (ideal k = 1)
und anderenfalls schlecht konditioniert.

Die Kondition kann ndherungsweise durch Linearisierung mithilfe der
Ableitung bestimmt werden.
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Kondition der Grundrechenarten in Gleitkommaarithmetik

Multiplikation zweier reeller Zahlen
Sei F(x1,x2) = x1 - xp. Fiir die gestorten Werte

X1 :X1(1+€1), oS :X2(1+52)7 ’51" < eps

[F(X) = FO)I.
FOIl

K1 X0 — x1X0

erhalten wir fiir
=(1+4e1)(1+e)—1=¢c1+e2+c16.
X1X0

Da eps < 1, ist |e1e2| < eps? < eps.

K1 X0 — x1x2 < 3eps

X1X2

Also k(F) = 3, die Multiplikation ist gut konditioniert!
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Kondition der Grundrechenarten in Gleitkommaarithmetik

Subtraktion zweier reeller Zahlen

Fiir F(x1,x2) = x1 — x2 erhalten wir

()?1 — )?2) — (X1 — X2) _ X1E1 — Xp&2
X1 — X2 X1 — X2
xu| + |xel

eps =: Kkeps.
X1 — x2

e Mit sign x; = —sign x> (Addition) ist x(F) = 1.
Die Addition ist gut konditioniert.

e Mit sign x; = sign xp (Subtraktion) und x; &~ xz ist x(F) > 1 sehr
groB.
Die Subtraktion zweier etwa gleich groBer Zahlen ist sehr schlecht
konditioniert (Ausloschung).
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Gauss-Elimination

In double precision mit eps = 1071°

10720 1
SR
Pivotelement 10720 £ 0, LR-Zerlegung von A existiert:
1 0 10-20 1
L= [1020 1]’ R= [ 0 1—1020}

Jedoch wird das Ergebnis auf double precision gerundet!

v 1 0 5 [10720 1

und damit erhalten wir numerisch (vgl. PYTHON)
ss o [100%0 1 100 1
i R L
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Losung eines Gleichungssystemes mit ZK’—ZerIegung
. 1 0 5 [10720 1

Lost man mit L und R das LGS Ax = b mit b = [(1)} so ergibt sich aus

[y = b zunichst
~ 1 _—
y = [_1020] (richtig)

und dann aus RX = v die Losung

%= m (statt richtig x = [_11} )

Achim Schaedle (HHU) CompLinA 13. und 20. Dezember 2018 24



Spaltenpivotsuche

Problem: L-Faktor enthidlt groBes Element.

Erinnerung: k — 1 Schritte GauB-Elimination liefern

X e X al X .« e X
X Qg1 X o0 X
A—)Ak_lz
o X e X
a, X - X

Spaltenpivotsuche: Wahlt man |o;| = max |aj| als Pivotelement, gilt
<i<n

| <1
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Beispiel fiir n = 4

2110
4331
A=18 7 95
6 798
0010 1 8 7 9 5
3 r 9 17
0001, |3 1 LA
0100 ;i B
1 1 2
1000 I 31 2
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GauB-Elimination mit Spaltenpivotsuche

Nach n — 1 Schritten GauB-Elimination erhalt man
LpaPp1---LaPLiPPA=R
mit Permutationsmatrizen Py,..., P,_1 oder
Lp1Pp_1--LoPoliPy = (L)1 -+ L5LY)(Paey -+ P2Py)

mit
=Py, 1 Pk+1LkPk:E1 e ,D;_ll
Da P; nur Vertauschungen Zeilen j und m mit m > j vertauscht, bleibt die

Struktur von Ll unverdndert, lediglich die Elemente unterhalb der
Diagonalen werden permutiert
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LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche

Satz: Jede nichtsinguldre Matrix A € K™ hat eine Zerlerung PA = LR
mit

@ P Permutationsmatrix

@ L untere Dreiecksmatrix mit ¢;; = 1 und |¢ 4| <1

@ R obere Dreiecksmatrix mit r; j # 0

Losung linearer Gleichungssysteme Ax = b in drei Schritten

@ Permutieren der rechten Seite P - b
@ Losen von Ly = Pb
© Losen von Rx =y

Beachte: Die Permutationsmatrix kann platzsparend mit Hilfe eines
Vektors gespeichert werden
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