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Achim Schädle (HHU) CompLinA 8. Januar 2015 1



Symmetrische Matrizen

Erinnerung: Für A ∈ Rn,n symmetrisch, dann gilt

alle Eigenwerte von A sind reell

es gibt eine Orthonormalbasis {q1, . . . , qn} von Eigenvektoren von A:

QTAQ = D = diag(λ1, . . . , λn)

wobei Q = [q1 | . . . | qn] orthogonal (QTQ = QQT = I )

Es gilt: Rang(A) = p genau dann, wenn genau p Eigenwerte λj von
Null verschieden sind.
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Eigenschaften von ATA

Lemma. Es sei A ∈ Rm,n, m ≥ n.

1 ATA ist symmetrisch und positiv semidefinit.

2 ATA ist genau dann positiv definit, wenn kern(A) = {0}.
3 In jedem Fall gilt

kern(ATA) = kern(A)

bild(ATA) = bild(AT ) = kern(A)⊥
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Beweis

ATA symmetrisch ist offensichtlich. Ferner ist

xTATAx = (Ax)T (Ax) = ||Ax ||2 ≥ 0 für alle x ,

d.h. ATA positiv semidefinit und kern(ATA) ⊂ kern(A). Wegen
kern(A) ⊂ kern(ATA) folgt kern(ATA) = kern(A).

bild(ATA) ⊂ bild(AT ) ist klar, Gleichheit folgt aus

dim bild(ATA) = n − dim kern(ATA) = n − dim kern(A)

= rang(A) = dim bild(A) = dim bild(AT ).

Seien z ∈ bild(AT ) und x ∈ kern(A) beliebig, dann gibt es y ∈ Rm

mit z = AT y und xT z = xTAT y = (Ax)T y = 0.
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Singulärwertzerlegung

Es sei A ∈ Rm,n, m ≥ n mit Rang(A) = p. λ1, . . . , λn seien die absteigend
sortierten Eigenwerte von ATA

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp > λp+1 = . . . = λn = 0

und v1, . . . , vn ∈ Rn sei eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren (von
ATA). Definiere

ui =
1√
λi
Avi , i = 1, . . . , p,

dann gilt

uT
i uj =

1√
λi

1√
λj

(Avi )
TAvj =

1√
λiλj

vT
i (ATA)vj =

λj√
λiλj

vT
i vj = δij
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Singulärwertzerlegung II

Damit ist {u1, . . . , up} eine Orthonormalbasis von Bild(A), denn

dim bild(A) = dim bild(ATA) = rang(ATA) = p

Ergänze diese durch weitere m − p Vektoren up+1, . . . , um zu einer
Orthonormalbasis von Rm. Diese Vektoren spannen bild(A)⊥ = kern(AT )
auf:

ATui =
1√
λi
ATAvi =

√
λivi , i = 1, . . . , p

ATui = 0 i = p + 1, . . . ,m
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Singulärwertzerlegung III

Definition und Satz. Jede Matrix A ∈ Km,n mit rang(A) = p besitzt eine
Singulärwertzerlegung, d.h. ein System

{σi , uj , vk | i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n}

mit σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ,≥ σp > 0 und Orthonormalbasen {uj}mj=1 und {vk}nk=1

des Km bzw. Kn, wobei

Avi = σiui , ATui = σivi , i = 1, . . . , p,

Avk = 0, ATuj = 0, j , k > p

σi heißen Singulärwerte von A, vi rechte und ui linke Singulärvektoren.
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Singulärwertzerlegung IV

In Matrizenschreibweise:

U = [u1, . . . , um] ∈ Rm,m, V = [v1, . . . , vn] ∈ Rn,n

Σ =


σ1 0 0

. . .
...

0 σp 0
0 · · · 0 0


Dann gilt UTU = I , V TV = I und

A = UΣV T , AT = VΣTUT , Σ = UTAV ,

A =

p∑
i=1

σiuiv
T
i , AT =

p∑
i=1

σiviu
T
i
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Geometrische Interpretation

Durchlaufen die Vektoren

x = αivi + αjvj + αkvk , ||x ||2 = α2
i + α2

j + α2
k = 1

die Einheitskugel des Unterraums span{vi , vj , vk}, dann durchlaufen ihre
Bilder

Ax = σiαiui + σjαjuj + σkαkuk ,= βiui + βjuj + βkuk ,

ein Ellipsoid in dem durch ui , uj und uk aufgespannten Teilraum des Rm,
denn

1

σ2i
β2i +

1

σ2j
β2j +

1

σ2k
β2k = α2

i + α2
j + α2

k = 1

(Ellipsoid mit Scheitelpunkten (±σi , 0, 0), (0,±σj , 0),
(0, 0,±σk) in den zu (ui , uj , uk) gehörenden Koordinaten.)
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Beispiel

A =

[
1 2
0 2

]
, Matlab: [U,S,V] = svd(A)

v2

v 1 A σ
2 u

2

σ 1
u 1
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Eigenwert- / Singulärwertzerlegung

Für A ∈ Rn,n diagonalisierbar gibt es X ∈ Cn,n nicht singulär mit

A = XΛX−1, Λ = diag(λ1, . . . , λn) ∈ Cn,n

Für A ∈ Rm,n beliebig gibt es orthogonale Matrizen U ∈ Rm,m, V ∈ Rn,n

mit
A = UΣV T , Σ = diag(σ1, . . . , σn) ∈ Rm,n

mit σi ≥ 0.
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Anwendung

Satz. Sei A = UΣV T =
∑n

i=1 σiuiv
T
i und Ak =

∑k
i=1 σiuiv

T
i . Dann gilt

||A− Ak ||2 ≤ ||A− B||2

für alle Matrizen B mit rangB = k und ||A− Ak || = σk+1.
Es gilt auch Ak = UΣkV

T mit Σk = diag(σ1, . . . , σk , 0, . . . , k)

Anwendung: Datenkompression
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Vektornormen

Definition:

Eine Abbildung ||·|| : Cn → R heißt Vektornorm, wenn

1 ||x || ≥ 0 für alle x und ||x || = 0⇐⇒ x = 0 (Positivität)

2 ||x + y || ≤ ||x ||+ ||y || (Dreiecksungleichung)

3 ||αx || = |α| ||x ||

Eine Abbildung ||·|| : Cm,n → R heißt Matrixnorm, wenn ||·|| eine
Vektornorm ist und zusätzlich

4 ||AB|| ≤ ||A||||B|| für alle A,B für die AB existiert
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Beispiele/Aufgabe

Schreiben Sie eine Matlab-Funktion plotnorm(p), welche die Menge
{x ∈ R2 | ||x ||p ≤ 1} plottet.

||x ||1 =
n∑

i=1

|xi |

||x ||2 =

(
n∑

i=1

|xi |2
)1/2

=
√
xT x

||x ||∞ =
n

max
i=1
|xi |

||x ||p =

(
n∑

i=1

|xi |p
)1/p

(1 ≤ p <∞)
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Induzierte Matrixnormen

Seien ||·||(n) und ||·||(m) Vektornorm über Rn bzw. Rm. Durch

||A||(m,n) = sup
x∈Rn\{0}

||Ax ||(m)

||x ||(n)
= sup

x∈Rn,||x ||=1
||Ax ||(m)

wird eine (von einer Vektornorm) induzierte Matrixnorm auf Rm,n

definiert.
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Beispiele: ||A||1 und ||A||∞
Sei A = [a1 | a2 | · · · | an] ∈ Cm,n und ||x ||1 = 1:

||Ax ||1 = ||
n∑

j=1

xjaj ||1 ≤
n∑

j=1

|xj |||aj ||1 ≤ max
1≤j≤n

||aj ||1

Damit: ||A||1 ≤ max1≤j≤n ||aj ||1

Für x = ek , wobei k so, dass ||ak ||1 = max1≤j≤n ||aj ||1, gilt Gleichheit, also

||A||1 = max
1≤j≤n

||aj ||1 maximale Spaltensummennorm

analog:

||A||∞ = max
1≤i≤n

||A(i , :)T ||1 maximale Zeilensummennorm
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