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Lineare Abbildungen und Matrizen: Fragestellungen
Eigenschaften von Matrizen

kern(A)={veV|Av=0}CV

bild(A) = {w e W|Ive V,Av=w} C W
Basen fiir kern(A) und bild(A)

rang(A) = dim(bild(A))

Falls n = m, ist A € Gl(n)? Existiert A=?

Zu A € Gl(n) lose
Ax=b, beR"

Zu A € R™*" finde x € R", so dass

|Ax — b||2 — min
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Losung mit Hilfe der Zeilenstufenform

Die Losung von Ax = b ist gegeben durch x = A~1b

Ansatz: Berechne A~! mit Hilfe der spez. Zeilenstufenform
(A1l —[Za|E-BElI]=[1|A]
Berechne x = A~1b.
Da A~! = E;--- E;E; (E; Elementarmatrix), ist
A7lb=E - EBEb.
Statt A~1, berechne direkt spez. Zeilenstufenform von
[A|lb]—[Za|E-EEb]=[1]|A"b]
GauB-Elimination
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Elementarmatrizen

Definition Matrizen der Form E =/ —uv', u,v € R" mit u”v # 1 heiBen
Elementarmatrizen.

U1 ul Vl P U1Vn
T .
uv' = : [Vl,...Vn] =
Upn Upvy -+ UpVp
uy n
T .
v u:[vl,...,v,,] : :5 Vilj
U i=1
E ist invertierbar, E~ = | — —lellfl uv’

Achim Schadle (HHU) CompLinA 4. + 11. Dezember 2014



Spezielle Elementarmatrizen

@ Multiplikation der i-ten Zeile mit @ € R oder C
E=1—-(1-a)ee
o Addition der j-ten Zeile zur j-ten Zeile

E: I+ejeiT

o Addition des a-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile

E=1+ ozeje,-T
@ Vertausche j-te und j-te Zeile
E=1—uw, u=e — ¢
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Zeilenstufenform

Erinnerung: Jede Matrix kann durch elementare Zeilenumformungen (oder
aquivalent durch Multiplikation von links mit Elementarmatrizen) auf
Zeilenstufenform Z transformiert werden:

-® X X

0 0| ®

A— 7=

o

® = Pivotelemente # 0
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Zeilenstufenform 1l

Eigenschaften der Zeilenstufenform Z von A
@ Pivotpositionen sind eindeutig durch Elemente von A bestimmt
@ Eintrage in Z sind nicht eindeutig bestimmt
@ Spalten von A, welche Pivotpositionen enthalten heiBen Basisspalten

e Rang(A) = # Basisspalten von A
= # von Null verschiedene Zeilen von Z
= # Pivotelemente
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Beispiel

Aufgabe: Bestimme den Rang und identifiziere die Basisspalten von
1 211
A=12 4 2 2
36 3 4
Losung: Zeilenstufenform

damit: Rang A = 2, Pivotelemente in 1. und 4. Spalte
Basisspalten: 1. und 4. Spalte von A (A.1,A.4)
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Spezielle Zeilenstufenform

Erinnerung: Z ist in spezieller Zeilenstufenform Z,, wenn
@ Z in Zeilenstufenform ist
@ alle Pivotelemente eins sind

o alle Eintrage oberhalb der Pivotelemente Null sind

1 x 00 x x 0 x|
0 0|1 0 x x 0 x
01 x x 0 x
o= | . . .
0 0 0 0|1 x
oo 00
_0 0O 00 0O O O 0_

Zy ist eindeutig bestimmt
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Beispiel

Aufgabe: Bestimme die spezielle Zeilenstufenform Z4, den Rang und die
Basisspalten von

1 22 31

2 4 4 6 2

A= 36 6 9 6

1 2 4 5 3

Losung: 12010
7. 0 0|1 10

A710 00 0]1

0 00 O0DO

damit: Rang A = 3, Basisspalten: A.1,A.3,A 5
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Berechnung der Inversen einer Matrix
Erinnerung: Ist A € GL(n), also invertierbar, dann ist die spezielle
Zeilenstufenform die ldentitat: Z4 = I,

El- . EPE'A=1| = E'. . .E2E' = A1 =E'... E2E1]
GauB-Jordan-Verfahren: Transformiere die erweiterte Matrix

[A[1] —[1]A]

Beispiel:
111 2 -1 0
A=11 2 2| —mA1=| -1 2 -1
1 2 3 0 -1 1
4. + 11. Dezember 2014
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Inverse einer Matrix

Eigenschaften der Inversen: Es seien A, B € K"*" nicht singular, dann gilt
o (A ) l=A
@ AB ist nicht singular
o (AB)"l=B"1A"!
° (A—l)T — (AT)_I, (A_l)* — (A*)—lv
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GauB-Elimination (Zeilenstufenform fiir A € Gl(n))

Nach k — 1 Schritten GauB-Elimination erhilt man

X « e X al X PR X
X (e X X
A—s A = k=1
Qe X X
Qp X X

k-ter Schritt

if A(k,k) == 0
Finde Index 1, so dass A(1,k) "= 0
Tausche Zeilen A(k,:) und A(1,:)
end
Eliminiere Eintraege A(k+l:n,:)
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Eliminationsschritt |

Erinnerung: Subtraktion des £ = aj/o-fachen der k-ten Zeile von der
j-ten Zeile entspricht Links-Multiplikation mit

I — el
Elimination von A(k+1:n,k) < Links-Multiplikation mit Lg
L= (I —oxenel ) (I — bxrokenioed )(I — iyt kenirel )
Wegen (ej, €j)2 = ejTei =0, i#J
Le = I —tlokene] — ... — liyokerioe) — ligrkensie)l

.
= I—bel, L=[0 - 0 legix - Cnk]
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Eliminationsschritt |l

Nach Konstruktion von Ly gilt dann

X o+ X ap X
X og—1 X

A =Lk A1 = (673 X
0 .

0 X

= (I —txe] VA1 = A1 — xe] A1,

Beobachtung

L,- andert die ersten k — 1 Zeilen von Ai_1 nicht
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Algorithmus (ohne Vertauschungen)

Mit Ag = A und Ay = L Ak_1 erhdlt man

Ly-Lp_q1---Ly-[{A= R obere Dreiecksmatrix

Wegen L' =1 + £/ ist dann

A=L7MS LLR=LR

Mit L= (I+lie] )1+ t2ef)--- (I +ln1e] ;)

1
52,1 1

Zn,l gn,n—l 1
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Beispiel

Die Elemente von L und R konnen auf den Speicherpldtzen von A
gespeichert werden.

Wir erhalten also die LR-Zerlegung

100
A=LR mit L=|2 1 0|,R=
3 41

O ON
S W N
BN
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LR-Zerlegung — kij Variante

L = eye(n);
for k = 1:n-1
if A(k,k) ==
1 = find(A(k+1:n,k),1);
Tausche A(k,:) und A(1,:)
else
end
for i = k+1:n
L(i,k) = A(i,k)/A(k,k);
for j = k:n
A(i,j) = AG,§) - LG, K *AK,§);
end
end
end
R = A;
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LR-Zerlegung — kij Variante |l

for k = 1:n-1
if Ack,k) ==
1 = find(A(k+1:n,k),1);
Tausche A(k,:) und A(1,:)
end
for i = k+1:n
A(i,k) = A(i,k)/A(k,k);

A(i,k+1:n) = A(i,k+1:n) - A(i,k)*A(k,k+1:n);

end

end

R = triu(A);

L = eye(n) + tril(A,-1);
@ j-Schleife vektorisiert

@ A zum Speichern von L und R verwendet
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Aufwand

Z Z (n—k+1) Z(n— K)(n—k+1)

k=1j=k+1 k=1
n—1
=2 i+1)
j=1
=—(n—1)n(2n—1)+ =n(n—1)
1 1
= 5[73 — §n
1
= -n® + 0(n?)
3
Erinnerung: ZJ (m+1)2m+1)
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Satz (LR-Zerlegung)

Sei A € K™" so, dass bei der Reduktion auf Zeilenstufenform ohne
Zeilenvertauschung kein Pivotelement O auftritt. Dann gibt es eine

Zerlegung A = LR mit
@ L ist untere und R ist obere Dreiecksmatrix
Q@ /lii=1lundr;#0firi=1,2,...,n
© L und R sind damit eindeutig bestimmt.
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Anwendungen der LR-Zerlegung

Losung linearer Gleichungssysteme
Sei A= LR die LR-Zerlegung
Ax =b
<~ L(Rx)=b
< Lly=b, Rx=y
@ L und R haben Dreiecksform

e Ly = b — Vorwartssubstitution
@ Rx = y —» Riickwartssubstitution
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Vorwartssubstitution

1 n by
BzJ 1 y2 by
ly=>b<—= | . ) ] =
en,l T en,n—l 1 Yn b,
Losung
for i = 1:n
y(1) = b(1);

for j = 1:i-1
y(i) = y(1) - L, P*y();
end
end

Aufwand Z(k —1) (n—1)= 1n + O(n)
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Rickwartssubstitution

ni npg T n,n
Rx =y <=
'n—1,n—1 rn—1,n
I'n,n
Losung
for i = n:-1:1
x(1) = y(1);

for j = i+l:n
x(1) = x(1) - R(i,j)*x(j);
end
x(1) = x(1)/R(i,1);
end

n—1 n—1
Aufwand > (n—k) =) k= %nz +0(n)
k=1 k=1
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Bemerkungen zur LR-Zerlegung

o Ist die LR-Zerlegung von A schon berechnet und méchte man ein
weiteres Gleichungssystem Ax = c I6sen, so kann man die teure
LR-Zerlegung (~ %n3 Operationen) wiederverwenden und muss nur
die billigen Vorwirts-/Riickwirtseliminationen (je ~ 2 n?
Operationen) neu rechnen.

@ Wendet man das GauB-Verfahren direkt auf die erweiterte Matrix
[A ] b] an, so ergibt sich [R | L~1b], die Vorwirtselimination kann also

einfach mitgerechnet werden.
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