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Einfithrung in die Optimierung — Klausur

Hinweis: Sie miissen bei allen folgenden Aufgaben auch Thre Rechenwege aufschreiben, nur
Ergebnisse anzugeben reicht nicht aus.

Aufgabe 1: (2 + 2 + 5 Punkte)

Da bald der Friihling kommt brauchen Sie einen Plan fiir die Gestaltung ihres Schrebergartens.
Es sollen Baume gepflanzt und Grasflichen angelegt werden.

Ein Baum benotigt eine Fléache von 2 Quadratmetern. Die zur Verfiigung stehende Gartenflache
betragt 10 Quadratmeter. Maximal diirfen 4 Badume gepflanzt werden. Dann gibt es noch ein
altes Gesetz: Die Grasflache in Quadratmetern abziiglich der Anzahl der Baume muss kleiner
gleich 5 sein.

Sie wollen die Freude an Threm Garten maximieren und nach langer Uberlegung sind Sie zu
dem Schluss gekommen, dass ein Quadratmeter Rasen einen Spassfaktor von 2 und ein Baum
den Spassfaktor 1 hat.

(a) Formulieren Sie fiir dieses Problem ein gemischt ganzzahliges lineares Programm. Was
sind die Variablen?

(b) Zeichnen Sie den Zuldssigkeitsbereich, beschriften Sie die Achsen und bestimmen Sie
graphisch eine optimale Losung.

(c) Bringen sie die LP-Relaxierung des Programms aus (a) auf Standardform und l6sen Sie
es mit Hilfe des Simplexverfahrens.
Hinweis: Falls Sie Threr Formulierung des linearen Programms aus Teil (a) nicht trauen, kénnen

Sie in Teil (c) alternativ mit folgendem modifizierten linearen Programm

max 1 + 4xo

s.d. Ty < 8

(P) T+ xo < 10
—x1 + 219 < 10

T1, T > 0

weiterrechnen. (P) ist kein Zwischenergebnis!

Losung:

(a) Die Variable x; bezeichne die Quadratmeter an Grasfliche und die Variable x5 die Anzahl
der Baume. Das gemischt ganzzahlige Programm ist dann von der Form

max 2£C1 + X9

s.d. T < 4
T + 21’2 S 10

Ty — T9 < 5

T, o > 0

T2 € 7Z



(b) siehe Abbildung 1.

X1+2x2=10 x1-x2=5

0 5 0 X

Der zuléssige Bereich ist griin markiert.

Die Optimalldsung ist der Punkt x=(6,2).

Abbildung 1: Grafische Losung des MI-Programmes

(c¢) Die LP-Relaxation (in Standardform) des Programmes aus Teilaufgabe (a) hat die Form

min —2x; — 9
s.d. To + X3 = 4
(LP) T+ 229 + a4 = 10
ry — i) + x5 5

Xy, T2, T3, T4, Ts 2 0.

Die Basis B = (3,4, 5) ist offenbar zuléssig. Das zugehorige Tableau ist:

12 3 4 5

2 -1 00 0] 0
30 1 10 0] 4
4 1 2 0 1 010
5 -1 0 0 1|5

Mit N(s) =1 und r = 3 & B(r) = 5 erhalten wir

12 8 4 5

0 -3 00 2]10
30 I 10 0] 4
/0 01 -1| 5
71 -1 00 1|5

Wir wihlen nun N(s) =2 und r = 2 < B(r) = 4 und erhalten

128 4 5

000 1 1 | 15
30 0 1 -1/3 1/3] 7/3
2010 1/3 -1/3| 5/3
110 0 1/3 2/3|20/3

Die reduzierten Kosten sind fiir den Punkt 7 = (20/3,5/3,7/3,0,0)T nicht-negativ. Somit
ist z Optimallésung des Problems (LP).



Aufgabe 2: (4 + 2 + 2 Punkte)

(a) Leiten Sie fiir das lineare Programm

min 2x1 + 2x9 + 3x3
s.d. 211 — x3 > 8
—41’1 + To + 3[L’3 2 5 (P)
- xy + w3 > 7
21‘1 + x2 + 21‘3 Z 4
Ty, Tg, 13 2> 0

dasjenige lineare Programm her, das eine méglichst gute untere Schranke fiir den optima-
len Zielfunktionswert von (P) liefert. (Oder kiirzer formuliert: Konstruieren Sie das duale
lineare Programm zu (P)). Es reicht nicht das duale lineare Programm einfach
anzugeben!

(b) Zeigen Sie, dass der Punkt y = (7,3, 1,0) zuléssig fiir das duale lineare Programm ist.

(c) Alice behauptet die Optimallosung von (P) sei x = (11,7,14). Stimmt diese Aussage?
Begriinden Sie Thre Antwort ohne eine optimale Losung mit Hilfe des Simplextableaus zu
berechnen.

Losung:

(a) Man mdochte eine moglichst gute untere Schranke fiir den Wert P,,; = inf{c’z | Az >
b,z > 0} bestimmen (wobei A, b und ¢ entsprechend den Daten von (P) gewéahlt seien.)
Sei # > 0 mit Az > b geben. Dann gilt fiir alle y > 0 mit ATy < ¢

e > yTAx > yTb

und somit
inf{c"z | Az > b,x >0} > sup{b’y | ATy < c,y >0},
sofern mindestens ein y > 0 mit ATy < ¢ existiert. Damit wird durch
max by
ATy <c
y=>0

eine untere Schranke fiir P, s bestimmt. Das duale Programm hat hier die Form

max 8y, + dy2 + Tyz + 4y
sd. 2y — 4y, + 2y, < 2
v — y3 + w <2 (D)
-y + 3y2 + ys + 2ys < 3
Y1, Y2, Y3 Ya = 0

Nach dem starken Dualitdtssatz ist die durch (D) gegebene Schranke optimal, falls (P)
und (D) zuldssige Punkte besitzen.



(b) Wir betrachten den Punkt y = (7,3,1,0): Es gilt

2.7 —4-3 +2.0 =2,
3 -1 40 =2,
7 43-3 41 40 =3

und y > 0. Damit ist y fiir (D) zuléssig.
(c) Betrachte x = (11,7,14). Es gilt

211 —14 =38,
—4-11 47 43-14 =5,
—7 414 =7,

2-11 +2-7 +3-14 =47>4

und x > 0. Daher ist x fiir (P) zuléssig. Weiterhin gilt ¢'z =2-11+2-7+3-14 = 78.
Fiir den Vektor y aus Teilaufgabe (b) gilt Ty =8-7+5-3+7-14+4-0=78 = cTx. Aus
der schwachen Dualitéit folgt, dass es keinen fiir (P) zuliissigen Punkt 7 mit ¢’z < 78
geben kann und somit ist = (11,7, 14) Optimallosung von (P).



Aufgabe 3: (14142 Punkte)

Sei fiir eine Matrix A € R™*" die Abbildung f: R" — R : z — ||Az||3 + ||z||3 gegeben.
(a) Geben Sie den Gradienten von f(z) an.
(b) Geben Sie die Hessematrix von f(z) an.

(¢) Beschreiben Sie die Losungsmenge von mingegn{f(z)}
Losung:

(a) Esgilt f(z) = 2T ATAx + 27w = 2T (ATA + I)x.
Damit folgt V f(z) = 2(ATA + I)z.

(b) V2f(z) = 2(ATA + 1) = 0.

(c) Die einzige Nullstelle des Gradienten ist # = $(ATA + I)~'0y = Oy. Da V2f = 0 ist f
(streng) konvex und Z damit globales Minimum von f.

Alternativ iiberlegt man sich, dass die Norm eines Vektors immer nicht-negativ ist und
somit f(z) > 0 aber auch ||z|s = 0 & x = 0y gilt, und daher 0y das einzige globale
Minimum von f ist.



Aufgabe 4: (2 + 3 Punkte)

Zur Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms kann man das Newtonverfahren verwenden.

(a) Formulieren Sie hierfiir die Iterationsvorschrift.

(b) Berechnen Sie fiir das Polynom
p(z) = 2* — 32° + 22 — 2
die ersten beiden Iterierten z! und z? ausgehend vom Startwert 2% = 0.
Lo6sung:

(a) Sei p ein Polynom. Dann lautet die Iterationsvorschrift

LD — k) _ P

(b) Es gilt p(z) = 2* — 323 + 22 — 2 und somit
p(z) = 42° — 922 + 2.

Es folgt daher fiir 29 = 0: p(2(¥) = -2, p/(@) = 2 und

M _—pg—-_—=—-1.
v 2

Mit p(zM) = —2 und p'(xV) = —3 erhilt man



Aufgabe 5: (5 Punkte)

Sei f(x1,22) = (71 + 22)?. Ausgehend von Punkt z7 = (1,0) betrachten wir die Suchrichtung
s = (—1,1). Zeigen Sie, dass s eine Abstiegsrichtung ist und finden Sie alle Minima von

min f(x + as)

Lo6sung:

Es gilt f(x1,22) = 22 + 22122 + 23 und
1 2 2

V Far, ) = ( 2z + 272 >

4119 + 43

Fiir = (1,0)" und s = (—1,1)7 gilt somit:

Vi)'s=(2 0) <_11) = —2<0.

Damit ist s eine Abstiegsrichtung fiir f an der Stelle z.

Gesucht ist nun die Losung des Problems

Iélgglf((l, 0)" + a(—=1,1)") = min((1 — a) + a?)*.

a>0
Zuniichst folgt fiir p(a) == a? —a + 1:
¢'(a) =2a — 1 und ¢"(a) =2 > 0.

Damit ist ¢ konvex und die einzige kritische Stelle — und somit das globale Minimum - ist
a = % Wegen go(%) = % folgt ¢ > 0. Da 2z — 2% auf Ry, streng monoton wachsend ist, ist &
auch das globale Minimum der Funktion a — ¢(a)? und daher die gesuchte Losung.



Aufgabe 6:

(9 Punkte)

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? Kreuzen Sie das entsprechende Feld an.

wahr

falsch

Aussage

Konvexe Mengen sind beschrankt und abgeschlossen.

Ist z* eine optimale zuldssige Basislosung eines linearen Programms
so ist z* eindeutig.

Ist x* eine optimale Losung eines linearen Programms so ist x* ein
Extremalpunkt des zuléssigen Polyeders.

Innere-Punkte-Verfahren zur Losung linearer Programme berech-
nenen in jedem Schritt einen zuldssigen Punkt.

Innere-Punkte-Verfahren zur Losung linearer Programme berech-
nenen in jedem Schritt eine Basislosung mit einem verbesserten
Zielfunktionswert.

Die erste Wolfebedingung zur Schrittweitenwahl garantiert eine
Verbesserung des Zielfunktionswerts.

Hat eine symmetrische positiv definite Matrix A nur sieben ver-
schiedene FEigenwerte so liefert das cg-Verfahren zur Lésung von
Ax = b nach spétestens sieben Schritten eine Losung.

Bei einem Quasinewton Verfahren berechnet man in jedem Schritt
eine Approximation an die Hessematrix bzw. an die inverse Hesse-
matrix.

Durch einen Gomory Schnitt erhoht sich die Anzahl der Nebenbe-
dingungen.




