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Aufgabe 33:

Sei I = [a,b], a < b, ein reelles Intervall. Die Vorschrift v — wr(u) = f;u(a:) dz definiert ein
Funktional w; auf L*(I). Wie iiblich sei N, die Punktauswertung an der Stelle = (definiert fiir stetige
Funktionen).

(a) Zeigen Sie, dass (I, Pa(I), X) ein finites Element ist, falls ¥ = {N,, Ny, wr}. Bestimmen Sie die
nodale Basis von Py (7).

(b) Sei nun & = {N,, wr}. Zeigen Sie, dass (I, Py(I), 3) cin finites Element ist. Wieso ist das Tripel
(I, Py(I), ) mit 3 = {N(a+v)5; wr} kein finites Element?

(c) Seien nun I = [0,1] und & = {wio,2/), Wiizsy}- Ist (I, Py(I), £ ein finites Element?

Aufgabe 34:

Beweisen Sie Lemma (4.5), d.h. zeigen Sie: Unter den Voraussetzungen von Lemma (4.3) gilt
||1)—HU”07K§Ch2|’U|27K VUEHZ(K).

Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zuerst fiir das Referenzdreieck. Leiten Sie dann daraus die allge-

meingiiltige Abschétzung her.

Aufgabe 35:

Zeigen Sie:

(a) Ist T': V — W ein linearer, beschriankter Operator und dim(im(7")) < oo, so ist T kompakt.
(b) Ist Q beschrinkt, stiickweise C'-berandet und 7,, eine Triangulierung von . Dann ist
T, : Hl(Q) —)LQ(Q), U’KZ. '_>MKZ('U)

kompakt. Dabei seien {K; | ¢ € I,,} = T, die Dreiecke der Triangulierung und Mg, der Mittelwert-
Operator aus Lemma (4.1).

Aufgabe 36:

(a) Erweitern Sie die Implementierung von Aufgabe 26 (b) (die Musterlosung im GitLab Reposi-
tory) um eine Schleife, in der der Fehler in der Ls- und der H;-Norm berechnet wird und das
Gitter nach jedem Durchlauf gleichméfBig verfeinert wird, in dem Sie den Befehl mesh.Refine ()
verwenden. Fiir das erste Gitter soll hierbei maxh=0.8 gesetzt werden, es sollte auch nicht mehr
als viermal verfeinert werden. Vergleichen Sie jeweils in beiden Normen den Fehler bzgl. eines
Gitters mit dem bzgl. des néchstfeineren Gitters.

Lassen Sie die Schleife auch mit Finiten Elementen htherer Ordnung durchlaufen.

(b) Wenden Sie das gleiche Vorgehen auf das Beispiel aus Aufgabe 12 an:

(a) Konstruieren Sie das Gebiet 2. Achten Sie hierbei auf die Zerlegung von 99 in I'y und T's
entsprechend den Randbedingungen, vgl. Aufg26_Omega.py auf der Homepage.



(b) Verandern Sie Ihre Implementierung von Teil (a) nun so, dass jetzt das Randwertpro-
blem aus Aufgabe 12 gelost wird. Auf der Homepage finden Sie dazu eine Python-Datei
mit der Funktion arg(x,y), die fiir die Polarkoordinaten-Darstellung der NGSOLVE -
CoefficientFunctions x und y den Winkel ¢ € [0, 27) ausgibt.

(¢) Verdndern Sie die Ordnung der Finiten Elemente und vergleichen Sie die Fehler. Was fllt
Ihnen auf?

Besprechung in der Ubung am Donnerstag, 26.06.2025.



