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Numerik elliptischer partieller Differentialgleichungen – 1. Übungsblatt

Aufgabe 1:

Betrachten Sie das Randwertproblem

y′′(x) = 100y(x) + z(x)

z′(x) = sin(y(x)) + x

y(0) = 1

y(1) = 1

z(0) = z(1)

Transformieren Sie dieses System auf Standardform

Y ′(x) = f(x,Y), r(Y(0),Y(1)) = 0.

Aufgabe 2:

Betrachten Sie das Randwertproblem: Finde y : [0, 1]→ R, so dass

y′′(x) = c
√

1 + y′(x)2 für x ∈ (0, 1),

y′(0) = 0,

y(1) = h.

Zeigen Sie, dass
y(x) = κ+ 1

c cosh(cx)

obiges Randwertproblem löst, wobei Sie κ passend bestimmen.

Aufgabe 3:

Bestimmen Sie allgemeine, stetige Lösungen u : R2 × R+ → R, (x, y, t) 7→ u(x, y, t), der folgenden
partiellen Differentialgleichungen:

(a) ∂
∂xu = 17, (b) ∂2

∂y2
u = 6y, (c) ∂2

∂x∂yu = 2.

Beispiel: Die allgemeine Lösung von ∂
∂tu = 0 ist

u(x, y, t) = v(x, y) mit v ∈ C0(R2) beliebig.

b.w.



Aufgabe 4:

Sei Ω ⊂ R3 ein Gebiet. Für jede beliebige Teilmenge V ⊂ Ω gelte die Erhaltungsgleichung

d

dt

∫
V
w(x, t) dx =

∫
V
f(x, t) dx−

∫
∂V
q(x, t) · n(x) dσ.

Hier seien w : Ω× R+ → R die gespeicherte Wärmeenergie (der Wärmeinhalt), f : Ω× R+ → R eine
Wärmequelle sowie q : Ω×R+ → R3 der Wärmestrom/-fluss und n die äußere Normale n : ∂V → S2.

(a) Zeigen Sie mithilfe des Gaußschen Integralsatzes, dass in Ω× R+ gilt

∂

∂t
w − f + div q = 0.

Nennen Sie die dazu notwendigen Voraussetzungen.

(b) Es sei u : Ω × R+ → R+ die Temperatur (in Kelvin). Mit der Dichte ρ und der spezifischen
Wärmekapazität c gilt w = ρcu. Darüber hinaus beschreibt das Fouriersche Gesetz den Zusam-
menhang zwischen Temperatur und Wärmestrom durch

q = −k∇u,

wobei k die Wärmeleitfähigkeit des Materials ist. Leiten Sie aus diesen Angaben und Teil (a)
eine partielle Differentialgleichung für u her. Nehmen Sie dazu an, dass k, ρ und c konstant sind.

Besprechung in der Übung am Dienstag, 15.04.2024.


