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Aufgabe 49:

Sei A ∈ L(X), D ein zusammenhängendes Gebiet, das im Inneren die Eigenwerte von A enthält und
Γ eine Kurve, die gegen den Uhrzeigersinn den Rand von D parametrisiert. Zeigen Sie

etA =
1

2πi

∫
Γ

eλtR(λ,A) dλ.

Hinweis: Entwickeln Sie die Resolvente in eine Neumann’sche Reihe und benutzen Sie dann eine
Verallgemeinerung der Cauchy’schen Integralformel für höhere Ableitungen.

Aufgabe 50:

Sei X = C0(R) := {f ∈ C(R) | ∀ ǫ > 0 ∃ K ⊆ R kompakt mit |f(s)| < ǫ für s ∈ R\K} versehen mit
der Supremumsnorm. Für festes α > 0 definiere den Operator Aα als den Differenzenquotienten

Aαf(s) :=
1

α
(f(s+ α)− f(s)), f ∈ X, s ∈ R.

Zeigen Sie, dass Aα ∈ L(X) mit ‖Aα‖ ≤ 2/α, und daher

‖ exp(tAα)‖ ≤ exp(t 2

α
) ∀ t > 0.

gilt. Zeigen Sie weiter, dass exp(tAα) explizit als

exp(tAα)f(s) = exp(− t

α
)

∞∑
k=0

( t

α
)k

k!
f(s+ kα), f ∈ X, s ∈ R

angegeben werden kann und daher die viel bessere Bedingung

‖ exp(tAα)‖ = 1.

erfüllt.

Aufgabe 51:

Wir betrachten die Wärmeleitungsgleichung mit homogenen Neumann-Randbedingungen

∂tu(x, t) = ∆xu(x, t) für (x, t) ∈ Ω× (0, T )

∂νu(x, t) = 0 für x ∈ Γ := ∂Ω, t ∈ (0, T )

u(x, 0) = u0(x) für x ∈ Ω

auf H = L2(Ω).

(a) Geben Sie die schwache Formulierung an. Welcher Raum V ist der geeignete Grundraum? Wie
sieht die Bilinearform a(·, ·) aus und ist sie V - elliptisch?

(b) Zeigen Sie, dass die Bilinearform a aus Teil a) die G̊ardingungleichung

a(u, u) ≥ α ‖u‖2
V
− c ‖u‖2

H

erfüllt. Können Sie α und c konkret angeben?

b.w.



Aufgabe 52:

Zeigen Sie, dass, falls die Bilinearform a in der schwachen Formulierung einer parabolischen Gleichung

∂t(u, v)H + a(u, v) = (f, v)H , ∀v ∈ V

anstelle der V -Elliptizität nur die G̊ardingungleichung erfüllt, die Existenz- und Eindeutigkeitsaussa-
gen der Vorlesung weiterhin gelten. Wie sieht nun die Abschätzung für die Lösung u aus?

Hinweis: Betrachten Sie ein äquivalentes Problem mit Lösung w(t) = e−ctu(t) und zeigen Sie für die
dazu gehörige Bilinearform die V -Elliptizität.

Besprechung in der Übung am Donnerstag, 06.07.2023.


