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1 Einfiithrung

1.1 Populationsdynamik

Beispiel 1.1 (Exponentielles Wachstum)

» y(t) : PopulationsgréBe zur Zeit t

> Model : Verdnderung der PopulationsgroBe y(t) = < y(t) ist proportional zur PopulationsgroBe

dt
d.h.

y(t) = ay(t)
y(t) = yo

» o > 0 Vermehrungsrate ]
«

Lésung: y(t) = e(t0)y,

» ty Anfangszeitpunkt g
& P exponentielles Wachstum

» yo Anfangswert
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Beispiel 1.2 (Rauber Beute Modell (Volterra 1920))

Die Anzahl y(t) von Speisefischen zur Zeit t und
die Anzahl z(t) von Raubfischen kann mit Hilfe des Populationsmodells

y' =ay - byz,
7z =—cz+dyz

berechnet werden.

Hierbei ist a die Geburtenrate der Speisefische,

b Effizienz der Raubfische,

c die Sterberate der Raubfische,

d nahrungsabhingige Geburtenrate der Raubfische
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1.2 Chemische Reaktionskinetik
Beispiel 1.3

Hier méchte man den Verlauf chemischer Reaktionen simulieren. WeiB man etwa, dass die Substanzen
A, B, C gemaB

Al B
B+C 8B aA+cC
B+B & B4+cC

mit Reaktionskonstanten ki, k>, k3 reagieren,
dann liefert das Massenwirkungsgesetz fiir die Konzentrationen a(t), b(t), c(t) der Substanzen A, B, C

zur Zeit t

a = —kia + kobc,

b/ = kla — kaC - /(31)27

d = k3b?.
Zusatzlich miissen Anfangskonzentrationen a(0), b(0) und c(0) gegeben sein.

Beispiel 1.4
- 0A
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1.3 Newtonsche Mechanik
Betrachte Massepunkt mit Masse m und Postion q(t) € R® zur Zeit t. Seine Geschwindigkeit

v(t) = g(t) ist die zeitliche Ableitung der Postion g.
Newtonsche Gesetze

1. Trigheitssatz: Wirkt auf einen Kérper keine Kraft F € R?, so ist seine Geschwindigkeit konstant.

F=0—v(t)=0

2. Die Anderung der Geschwindigkeit (Beschleunigung) ist proportional zur einwirkenden Kraft

mv(t) = mqg(t) =F

3. Action gleich Reactio
Kraft = Gegenkraft
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Beispiel 1.5 (Pendel)
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Beispiel 1.5 (Pendel)

ms"(t) = —mgsin(g(t)) ,  s(t) = Ig(t)

¢"(t) =~ sin(4(1))

0= ) o ZQM
f(ty(t)

> ¢(t) Winkel zur Zeit t, s(t) Position zur Zeit t
» | Lange des Pendels, m Masse, g Erdbeschleunigung
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Beispiel 1.6 (Keplerproblem)
mymy

Gravitationspotential U = me

Fio=-VaU=

Gravitationskraft:
For =-Vg,U=

Bewegungsgleichungen

migi = —Vq U(q1, q2)
mg> = =V, U(q1, q2)

8/60



2 Theorie gewohnlicher DGL
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Definition 2.1
Sei © C R x R? offen und zusammenhingend f : Q — R9, (to, yo0) € Q dann heiBt

y(t) = f(t,y(t))
y(to) = yo

Anfangswertproblem (AWP),
to ist der Anfangszeitpunkt und yp der Anfangswert.
Ist | C R ein Intervall mit to € I so heiBt eine stetig differenzierbare Kurve

y I =Rt y(t)
Lésung des Anfangswertproblems (AWPs), falls
y(t) =f(t,y(t)) vVtel

und y(to) = yo
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Bemerkung 2.2
Jede Differentialgleichung k-ter Ordnung

y(k) = f(t,y,y', e ’y(k_l))
kann in ein System erster Ordnung umgeschrieben werden:
Mit der Setzung
n=y =y
o=y Yo=ys Y' = F(t,Y),
wenn man
y2
=y =y s
ye=y" D = fty, ) FeY) =1
Yk
f(t7y1)
7 setzt.

erhdlt man fiir Y = | 1 | das System
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Definition 2.3

Hangt die rechte Seite f nicht explizit von t ab, so heiBt die Differentialgleichung autonom.

Jede nichtautonome DGL
y' =f(t,y), y(t)=x

ist dquivalent zu einem autonomen System

Y = F(Y) mit Y = m und F(Y) = {f(tl’”] .
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Definition 2.4
Eine stetig Funktion f : R x RY — R heiBt lokal Lipschitzstetig in der zweiten Komponenten, falls fiir
K C RY kompakt eine Konstante L (Lipschitzkonstante) existiert so, dass

If(t,y) —f(t, 2 < Llly =zl ¥(t,y),(t,2) € K. (1)

Die lokale Lipschitz-Bedingung (1) ist erfiillt, falls f stetig differenzierbar ist und zwar mit
L= max(e el (8, ¥)II}-
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Satz 2.5 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit)
Sei U C RY offen, | C R ein offenes Intervall

f 1 x U— RY stetig und in der zweiten Komponente lokal Lipschitzstetig. Dann gibt es zu yo € U
und ty € | ein 6 > 0 und eine auf Is = [ty — 0, to + O] definierte stetige Funktion y : ls — RY so, dass

y(t)=f(t,y(t), firtel und  y(to)=y.

gilt und insbesondere y auf I5 differenzierbar ist.
Die Lésung kann bis an den Rand von U fortgesetzt werden, d.h. fiir alle K C U kompakt mit
(to, yo) € K existiert ein t; > to so, dass die Lésung des Anfangswertproblems auf [to, t1] existiert mit

(t1,y(t0)) & K.
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Satz 2.5 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit)
Sei U C RY offen, | C R ein offenes Intervall

f 1 x U— RY stetig und in der zweiten Komponente lokal Lipschitzstetig. Dann gibt es zu yo € U
und ty € | ein 6 > 0 und eine auf Is = [ty — 0, to + O] definierte stetige Funktion y : ls — RY so, dass

y(t)=f(t,y(t), firtel und  y(to)=y.

gilt und insbesondere y auf I5 differenzierbar ist.
Die Lésung kann bis an den Rand von U fortgesetzt werden, d.h. fiir alle K C U kompakt mit

(to, yo) € K existiert ein t; > to so, dass die Lésung des Anfangswertproblems auf [to, t1] existiert mit
(t,y(t)) € K.

Beweis.

Idee: Picardoperator: y — Ty (Ty)(t) = yo + ft:; f(s,y(s))ds

T ist Kontraktion

Banachscher Fixpunktsatz

Fixpunkt ist Lésung (Details Ana II) O
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Beispiel 2.6

1. Blow-up
y=y, y(0)=1, U=RxR

f(y) = y? ist stetig diffbar und damit lokal Lipschitz-stetig, erfiillt also die Voraussetzungen von
Picard Lindeldf (Satz 2.5).
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Beispiel 2.6

1. Blow-up
y=y, y(0)=1, U=RxR
f(y) = y? ist stetig diffbar und damit lokal Lipschitz-stetig, erfiillt also die Voraussetzungen von
Picard Lindeldf (Satz 2.5).
Die eindeutige Lésung y(t) = (1 — t)™' existiert auf dem offenen Intervall | = (—oc0, 1) und
th=0€1.
Es ist lim¢ ~ y(t) = +o0.
2. Kollaps am Rand
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Lemma 2.7 (Gronwall 1877-1932)
Sei | C R Intervall, u: 1 — Ry (R ={x € R: x> 0}) setig so, dass fiir a, 3 > 0, to € | und alle
tel mitt>ty

u(t) < a +[5’/t u(s)ds

gilt. Dann ist
u(t) < aebt=t)
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Fiir numerische Verfahren ist es wichtig, wie sich Stérungen der Anfangswerte auf die Losung
auswirken.

Satz 2.8
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Definition 2.9 (Evolution)

Sind die Voraussetzungen von Satz 2.5 fiir y(t) = f(t, y(t)) mit Anfangsdaten (to, yo) erfiillt und sei
y(t) = y(t; to, yo) die eindeutige maximale Lésung auf / C R fiir das maximale Existenzintervall
I = I(to, o) dann heiBt die Abbildung

50 yo = y(t) = y(ti to, yo)
Evolution der Differentialgleichung

Lemma 2.10
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Definition 2.11 (FluB)

Lemma 2.12
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Definition 2.13 (Kondition von AWPen)
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Satz 2.14 (Differenzierbarkeit der Evolution)
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Definition/Lemma 2.15 (Variationsgleichung)
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Beispiel 2.16
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Definition 2.17 (Propagationsmatrix)
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Definition 2.19 (Kondition)
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Bemerkung 2.20

29/60






3 Runge-Kutta Verfahren
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Euler-Verfahren

Einfachstes und altestes Verfahren zur
ndherungsweisen Losung von

y'(t) = f(t, (1)) y(to) =y

Bild aus Wikipedia
Idee: Ersetze lokal die (unbekannte) Lésung durch die bekannte Tangente an der Stelle to

32/60



Euler-Verfahren

Einfachstes und altestes Verfahren zur
ndherungsweisen Losung von

y'(t) = f(t, (1)) y(to) =y

= Bild aus Wikipedia
Idee: Ersetze lokal die (unbekannte) Lésung durch die bekannte Tangente an der Stelle to so erhilt man
y1 = Yo + hf(to, o), usw.
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Euler-Verfahren

Einfachstes und altestes Verfahren zur
ndherungsweisen Losung von

y'(t) = f(t, (1)) y(to) =y

Bild aus Wikipedia

Idee: Ersetze lokal die (unbekannte) Lésung durch die bekannte Tangente an der Stelle ty so erhilt man
y1 = Yo + hf(to, o), usw.
Allgemeine Iterationsvorschrift:

Ynt1 = Yn + hf(tmyn), t, = to + nh

explizites Euler-Verfahren
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Euler-Verfahren

Ersetzt man lokal die (unbekannte) Lésung durch die Tangente an der ebenfalls noch unbekannten
Stelle t1, y1
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Euler-Verfahren

Ersetzt man lokal die (unbekannte) Lésung durch die Tangente an der ebenfalls noch unbekannten
Stelle t1, y1 so erhdlt man
y1 = Yo + hf(t1, y1), usw.
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Euler-Verfahren

Ersetzt man lokal die (unbekannte) Lésung durch die Tangente an der ebenfalls noch unbekannten
Stelle t1, y1 so erhdlt man

y1 = Yo + hf(t1, y1), usw.
Allgemeine lterationsvorschrift:

Yn+1 = Yn + hf(tn+17yn+1), t, = to + nh

implizites Euler-Verfahren

33/60



Euler-Verfahren

Ersetzt man lokal die (unbekannte) Lésung durch die Tangente an der ebenfalls noch unbekannten
Stelle t1, y1 so erhdlt man

y1 = Yo + hf(t1, y1), usw.

Allgemeine Iterationsvorschrift:

Yn+1 = Yn + hf(tn+17yn+1), t, = to + nh

implizites Euler-Verfahren

Hierbei muss in jedem Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem geldst werden. (etwa mit
Newton-Verfahren oder Fixpunktiteration)
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Approximationsfehler beim expl. Eulerverfahren

Sei | = [to, T] ein Intervall und f : | x RY — R? stetig differenzierbar und (global) Lipschitz-stetig, d.h.
1f(t,y) = f(t,2)l| < Llly —2l|  Vy,zeR’, Veel, (2)

Ist y : I — R Losung von des AWPs y' = f(t,y), y(to) = yo, dann ist y jetzt zweimal stetig
differenzierbar, denn

y"' = 0f + D,f -y = Ouf + Dyf - f.

D,f = D,f(t,y) bezeichnet die Ableitung (d x d Matrix) nach y.
Die Folge (yn)n ist fiir n =0,1,2,... mit t, = to + nh € | durch das explizite Euler-Verfahren definiert.
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Satz 3.1 (Fehlerabschatzung fiir das explizite Eulerverfahren)
Mit den eben gemachten Voraussetzungen gilt fiir den Fehler des expliziten Euler-Verfahrens
lyn = y(ta)l < Mh,
mit
eL(TftO) ~-11

[ A N O D s el "
M= T 5 max[ly"(8)].
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Satz 3.1 (Fehlerabschatzung fiir das explizite Eulerverfahren)

Mit den eben gemachten Voraussetzungen gilt fiir den Fehler des expliziten Euler-Verfahrens

[lyn — y(ta)|| < Mh,

mit berals
etll—0) _11 Iy
M= S macly (1)

Insbesondere gilt
lim max lyn — y(ta)ll =0,

h—0 n:t,

d.h. die Niherungslésung konvergiert gleichmaBig gegen die exakte Lésung der Anfangswertaufgabe,
falls h gegen Null geht.
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Beweis von Satz 3.1

in 3 Schritten
1. Abschatzung fiir den lokalen Fehler
2. Fehlerfortpflanzung

3. Fehlerakkumulation
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lokaler Fehler
Fehler nach einem Schritt des Ver-

fahrens mit Startwert auf der exakten // N s
Loésung : L
‘ T 1 T 1 _"'5
t t <, A
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lokaler Fehler
Fehler nach einem Schritt des Ver-

fahrens mit Startwert auf der exakten // ' ~
Losung
i
\
J —t—
3
y(tnir) = (y(tn) + hf(tn, y(tn))
——
exakte  Lsg. expl. Eulerverfahren mit
bei thy1 Startwert y(t,)

= [ly(tas1) = (y(ta) + hf (ta, y(ts)) | < CH?
fir C = %maxrel H}/N(t)”-
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lokaler Fehler
Fehler nach einem Schritt des Ver-

fahrens mit Startwert auf der exakten // 7 ™ 7_/",
Losung L
|
[
J t t t . ”‘”5
te 3 \
y(tor1) = (v(ta) + hf(tn,y(ta)) = y(tas) — y(ta) — hy'(ta)
——
exakte  Lsg. expl. Eulerverfahren mit
bei thy1 Startwert y(t,)

= [ly(tas1) = (y(ta) + hf (ta, y(ts)) | < CH?
fir C = %maxrel H}/N(t)”-
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lokaler Fehler
Fehler nach einem Schritt des Ver-
fahrens mit Startwert auf der exakten
Losung

y(tos1)  —
——

exakte  Lsg.

bei t,H,l

(y(ta) + hf (tn, y(tn)) =

expl. Eulerverfahren mit
Startwert y(t,)

Taylorentwicklung  von
y(tps1) um ty

y(tnt1) = y(ta) — hy'(tn)

1
h2/ (1—0)y"(tn + Oh)do.
0

= [ly(tas1) = (y(ta) + hf (ta, y(ts)) | < CH?
fir C = %maxrel H}/N(t)”-
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Fehlerfortpflanzung

Ausgehend von Anfangswerten v, bzw.

Vn+1

Wh+1

Va + hf (tn, Vi),
Wy + hf (tn, wp).

w, ergeben sich durch einen Eulerschritt die

Naherungen
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Fehlerfortpflanzung

Ausgehend von Anfangswerten v, bzw. w, ergeben sich durch einen Eulerschritt die N3herungen

Vil = Va + hf (ta, Vi), L
Wot1 = Wa 4 BF (En, Wa). . y Bildet man die
e ¢

Norm der Differenz so gilt

Va1 = Waa|| < [[va = wall + AlIF(En, va) — F(tn, wa)
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Fehlerfortpflanzung

Ausgehend von Anfangswerten v, bzw. w, ergeben sich durch einen Eulerschritt die N3herungen

Vntl =

Va + hf (tn, Vi), =T . .
wor = i + hF (6, wh). u Bildet man die

Norm der Differenz so gilt

||Vn+1 T Wn+1|| < ||Vn T Wn” + h”f(tm Vn) i f(tm Wn)H
< (14 Lh)||va — wall.
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Fehl98& 1. ilabinng

(%)
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FehIJ\dﬁe}I,..m..l—u-:An

{

N .l 2“—:)! =3d°
» 4 &) .
NL\
4 ' Bezeichne mit yf die
. Niherung an y(t,) zum

Anfangswert  y(t«) nach
(n — k) Schritten.
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Feh|J\de&;|,..m..|.\+:,\...

$lbel = 30
> o (& )
'ﬁ:i\,\ 1\‘“'\
al\ _ \| <
SLERN \ 3{(*&;:}/4
:li\\ Ny = A_ﬁa/f:
- i, U1
\\ a“
|
[
i
{ + - + + ' )
t € € t

Bezeichne mit yf die
Niherung an y(t,) zum
Anfangswert  y(t«) nach
(n — k) Schritten.

Dann ist
Yk = y§ und
y(t) = yi.
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Fehlerakkumulation

Nach Schritt 1:  |lys1 — vl < Ch
Nach Schritt 2 - [lys — ym ™| < (1 + hL)llym—1 — v 4l
induktiv erhilt man

k+1“

llyn — (L+ AL)|lyi s — yit 1|l

<
<.
< (1 + hL)"_k_lﬂ,V/fﬂ - }’k+1 ||
< (L4 by R
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Fehlerakkumulation

Damit ist

0
lyn = y(t)ll = llys — yal

Die vorletzte Ungleichung folgt aus (1 4 x) < e*, die letzte aus nh < T — to. |
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Fehlerakkumulation

Damit ist
0
llyn = y(ta)ll = llyn — yall
<llye = yall + llys = yvall + -+ lya =" = yal
Die vorletzte Ungleichung folgt aus (1 4 x) < e*, die letzte aus nh < T — t. |
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Fehlerakkumulation

Damit ist

0
lyn = y(t)ll = llys — yal
<|yS =yl +llya = vall + -+ lyat = vall

n
_ —1 4
=> llya =l
=1

< Ch?» (1+hL)""
=1

Die vorletzte Ungleichung folgt aus (1 4 x) < e*, die letzte aus nh < T — t.
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Fehlerakkumulation

Damit ist

0
lyn = y(t)ll = llys — yal
<|yS =yl +llya = vall + -+ lyat = vall

_ - —1 4
=> llya =l
=1
14 hL)" —1

< Ch?y (1+hL)" " = Ch2(1+hl__ :
=1

Die vorletzte Ungleichung folgt aus (1 4 x) < e*, die letzte aus nh < T — t.
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Fehlerakkumulation

Damit ist
yn = y(ta)ll = llys = yal

<llys —yall +llys = yall + -+ llya " = yal

o - 0—1 V

=> llya =l

=1
4 il 1+hL)"—1 (14 hL)" -1

< S+ byt = ! =Ch

= ;1(  hL) 1+ hL—1 L
Die vorletzte Ungleichung folgt aus (1 4 x) < e*, die letzte aus nh < T — to. |
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Fehlerakkumulation

Damit ist
lyn = y(ta)ll = llyn — vl
<llye = yall + llys = yvall + -+ lya =" = yal
NSl e
=> llya =l
=1
4 il 1+hL)"—1 (14 hL)" -1
<a S+ hy = el = Ch
= ;1( +hL) 1+hL—1 L
nhL (T—to)L
e —1 e -1
< Ch < Ch
- L T~ L
Die vorletzte Ungleichung folgt aus (1 4 x) < e*, die letzte aus nh < T — to. |
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4 Runge-Kutta Verfahren
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Runge-Kutta Verfahren

Ziel: Verfahren hoherer Ordnung.

Das (explizite) Eulerverfahren hatte nur Ordnung 1.
D.h. der Fehler ist in O(h).
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Herleitung/Motivation

Die exakte Lésung y erfiillt fiir t1 = to + h

W)=+ [ "y ()de = yo + / "ty ().

to to
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Herleitung/Motivation

Die exakte Lésung y erfiillt fiir t1 = to + h

W)=+ [ "y ()de = yo + / "ty ().

to to

Anwendung einer s-stufigen Quadraturformel mit Knoten ci, ..., ¢ und Gewichten by,

y(t1) = yo+ h > bif (to + cih, y(to + cih)).

i=1

..., bs ergibt:
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Beispiel 4.1 (Mittelpunktsregel)

S:]_' b]_:]_' Cl:%
y(t1) = y(to) + hf(to + %hy}’(to + %h))

Wie berechnet man y(to + $h)?
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Beispiel 4.1 (Mittelpunktsregel)

S:l’ b]_:]_’ Cl:%
y(t1) = y(to) + hf(to + %h,y(to + %h))

Wie berechnet man y(to + $h)?
Zum Beispiel mit einem Schritt des expliziten Eulerverfahrens

y(to+ 2h) = y(to) + 2hf(to, y(to))
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Herleitung/Motivation

In der QF treten also die Werte der unbekannten Lésung an den Stellen to + c;h auf.
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Herleitung/Motivation

In der QF treten also die Werte der unbekannten Lésung an den Stellen to + c;h auf.

Zur Approximation von y(to + ¢;jh) verwenden wir daher erneut die Integraldarstellung der L3sung
to+cih to+cih

/

y(to + cih) =yo+/ y (t)dt=yo+/ f(t, y(t))dt.

ty to

und approximieren die Integrale ft;°+c"h f(t, y(t))dt mit Quadraturformeln mit denselben Knoten
to 4 cih und Gewichten a; passend zu [

y(to+cih) = yo+h>_ aif(to + Gh, y(to + Gh)).

=t
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Zusammenfassend:

Definition 4.2
Ein Schritt eines Runge-Kutta Verfahren zur Lésung von y’ = f(t,y), y(to) = yo ist durch

n=yo+hy bY,
i=1

Y! = f(to + cih, Vi), firi=1,...,s

Yi :yo+hZa;j)’j'.
j=1

Es ist durch die Koeffizienten aj, b; und ¢; fir i,j =1,...,s gegeben.
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Ublicherweise stellt man ein Runge-Kutta Verfahren in einem sog. Butcher Tableau dar:

Ci ajj

b;
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Die Yjs sind im Allgemeinen Ldsungen eines nichtlinearen Gleichungssystems.
Falls a;j = 0 fiir j > i, kénnen die Y; nacheinander explizit berechnet werden,
for i =1to s do
Y =Y + hz —1 QU
Y/ = f(to + cih, Y)
end for
n=y+h3_ bY/
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Beispiele

Beispiel 4.3 (Explizites Eulerverfahren)

0|0
1
Y1 =y,
Y{ = f(to, Y1),
y1=yo+ hY{.

Der lokale Fehler des expl. Euler-Verfahrens ist in O(h?).
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Beispiele

Beispiel 4.4 (Runge-Verfahren 1895)
Mittelpunktsregel + expl. Eulerverfahren

y1 = yo+ hf(to + 2. vo+ 2f(to, y0))
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Beispiele

Beispiel 4.4 (Runge-Verfahren 1895)
Mittelpunktsregel + expl. Eulerverfahren

yvi=yo+ hf(to+ 5,0+ 5f(to, %))

oder

yi=yo+hYs.
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Beispiele

Beispiel 4.4 (Runge-Verfahren 1895)
Mittelpunktsregel + expl. Eulerverfahren
yvi=yo+ hf(to+ 5,0+ 5f(to, %))

oder

Yo=yo+2Y/ Yy = f(to+ 2, Y2),
y1=yo+hYy.
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Beispiele

Beispiel 4.4 (Runge-Verfahren 1895)
Mittelpunktsregel + expl. Eulerverfahren

yvi=yo+ hf(to+ 5,0+ 5f(to, %))

oder
Y1 = yo, Y1 = f(to, yo),
Y2=yo+gy1, Yy = f(to+ 2, Y2),
yi=yo+hYs.
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Beispiele

Beispiel 4.4 (Runge-Verfahren 1895)
Mittelpunktsregel + expl. Eulerverfahren

yvi=yo+ hf(to+ 5,0+ 5f(to, %))

oder
Y1 = yo, Y1 = f(to, yo),
Y2=yo+gy1, YQ/Zf(to-ﬁ-g,Yz),
yi=yo+hYs.
Butcher Tableau
0|0 O
3]z 0
0 1
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lokaler Fehler
(Taylorentw. von y1 = yo + hf(to 4 g,yo -+ gf(fo,}/o)) um (to, y0))
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lokaler Fehler
(Taylorentw. von y1 = yo + hf(to + g,yo + gf(to,yo)) um (to, ¥0))

h2
y1 = yo + hf(to, yo) + > (8:f (to, yo) + Dy f(to, yo)f(to, y0)) + O(h°)
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lokaler Fehler
(Taylorentw. von y1 = yo + hf(to 4 g,yo -+ gf(fo,}/o)) um (to, y0))

h2
y1 = yo + hf(to, yo) + > (8:f (to, yo) + Dy f(to, yo)f(to, y0)) + O(h°)

(Taylorentw. von y(to + h) um to)
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lokaler Fehler
(Taylorentw. von y1 = yo + hf(to + g,yo + gf(to,yo)) um (to, ¥0))

h2
y1 = yo + hf(to, yo) + > (8:f (to, yo) + Dy f(to, yo)f(to, y0)) + O(h°)

(Taylorentw. von y(to + h) um to)

y(to +h) = y(to) + hy'(t0) + h;y”(to) +O(h*)
= (1) + f(t0.30) + 1o [9F(,30) + Dy (10, 30) (10, 0)]

+O(h),
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lokaler Fehler
(Taylorentw. von y1 = yo + hf(to 4 g,yo -+ gf(fo,}/o)) um (to, y0))

h2
y1 = yo + hf(to, yo) + > (8:f (to, yo) + Dy f(to, yo)f(to, y0)) + O(h°)

(Taylorentw. von y(to + h) um to)

y(to + h) = y(to) + hy'(to) + h;y”(to) +0O(h)

h2
= y(to) + hf(to, yo) + = [0:F (to, y0) + Dy (to, yo)f (10, y0)]
+O(h),
Bildet man die Differenz so erhilt man

Iy1 — y(to + h)|| € O(h’)
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Beispiele

Beispiel 4.5 (Kutta-Verfahren 1901)
1

Simpsonregel mit doppeltem Knoten bei 5
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Beispiele

Beispiel 4.5 (Kutta-Verfahren 1901)
1

Simpsonregel mit doppeltem Knoten bei 5

n=yo+h(EY +3Y2+3Ys+Yd)

Y{ = f(to, Y1), Yi =y
Y2':f(to+g,yz), Y22y0+gf(to, Y1)
Yi="f(to+2,3), Ya=yo+ Lf(to+25,V2)
Yi=f(to+hYs), Yi=yo+hf(to+ 4, s)

53 /60



Kutta-Verfahren

Butcher Tableau des Kutta Verfahrens

= NI= NI O

ol O O NH O
Wikl O NvE O
Wkl = O

ol=| O

Der lokale Fehler liegt in O(h®) (ohne Beweis)
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Beispiele

Beispiel 4.6 (Verfahren von Heun)

y1 = yo + 5hf(to, y0) + 3hf(to + h, yo + hf(to, y0))

Trapezregel + explizites Eulerverfahren fiir unbekannten inneren Wert
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Definition 4.7
Ein Runge-Kutta Verfahren hat Ordnung p
:& Fiir jedes AWP y' = f(t,y), y(to) = yo mit f € CP*! gilt

lyr — y(to + h)|| € O(K"™) fiir h — 0

Hierbei ist y1 das Ergebnis fiir eine Schritt des RKV.
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Definition 4.7
Ein Runge-Kutta Verfahren hat Ordnung p
:& Fiir jedes AWP y' = f(t,y), y(to) = yo mit f € CP*! gilt

lyr — y(to + h)|| € O(K"™) fiir h — 0
Hierbei ist y1 das Ergebnis fiir eine Schritt des RKV.

Beispiel 4.8
explizites Euler Verfahren hat Ordnung 1
Runge Verfahren hat Ordnung 2
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Satz 4.9
Sei f € CP*'. Hat das RKV die Ordnung p, dann gilt fiir den Fehler

lyn — y(ta)|| < MR,

fiir eine Konstante M unabhingig von n und h mit t, = to + nh € | = [to, T] ist.

Beweisskizze: vgl. Satz 3.1

a) lokaler Fehler

nach der Definition von Ordnung ist der lokale Fehler < Ch*™ Die Abschitzung ist gleichmiBig da
{y(t) : t € [0, T]} kompakt.
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b) Fehlerfortplanzung

Ynil1 = Yn + hq)(tmynv h)
® ist Lipschitzstetig

c) Fehlerakkumulation wie in Satz 3.1
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Implizite Runge-Kutta Verfahren
Definition 4.10
Runge-Kutta Verfahren die nicht explizit sind heiBen implizite Runge-Kutta Verfahren

Beispiel 4.11 (implizites Euler Verfahren)

Yn+1 = Yn + hf(tn+17yn+1)
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Implizite Runge-Kutta Verfahren
Definition 4.10
Runge-Kutta Verfahren die nicht explizit sind heiBen implizite Runge-Kutta Verfahren

Beispiel 4.11 (implizites Euler Verfahren)

Yn+1 = Yn + hf(tn+17yn+1)
= Yo+ hb:if(t, + c1h, Y1)

Versuchs =1, bi=1,ca=1,a1=1
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Implizite Runge-Kutta Verfahren

Definition 4.10
Runge-Kutta Verfahren die nicht explizit sind heiBen implizite Runge-Kutta Verfahren

Beispiel 4.11 (implizites Euler Verfahren)

Yn+1 = Yn + hf(tn+17yn+1)
= Yo+ hb:if(t, + c1h, Y1)

Versuchs =1, bi=1,ca=1,a1=1

Yi = yo+ hf(ta + h, Yi) = ya + hY{
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Beispiel 4.12 (Mittelpunktsregel)

Yn+1 = Yn + hf(tn + 37 %(yﬂ +y"+1))
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Beispiel 4.12 (Mittelpunktsregel)

Yn+1 = Yn + hf(tn + 37 %(yﬂ +y"+1))

Versuch s =1, ¢; = % =1

60 /60



Beispiel 4.12 (Mittelpunktsregel)

Yot1 = Yo+ hf(tn + 2, 2(Vn + yoi1))

Versuch s =1, ¢; = % =1
Y1:yn+h811f(tn+§,y1)

Dann erfiillt Y1 = %y,, + %y,,+1 fur a;1 = %
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Beispiel 4.12 (Mittelpunktsregel)

Yot1 = Yo+ hf(tn + 2, 2(Vn + yoi1))

Versuch s =1, ¢; = % =1
Y1:yn+h811f(tn+§,y1)

Dann erfiillt Y1 = %y,, + %y,,+1 fur a;1 = %

%yn + %yn+1 = Yn + h%f(tn + g7 %yn + %yn+1)
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Beispiel 4.12 (Mittelpunktsregel)

Yn+1 = Yn + hf(tn + 37 %(yﬂ +y"+1))

Versuch s =1, ¢; = % =1
Y1:yn+h811f(tn+§,y1)

Dann erfiillt Y1 = %y,, + %y,,+1 fur a;1 = %

%yn + %yn+1 = Yn + h%f(tn + g7 %yn + %yn+1)

And %ynﬂ . %Yn + h%f(tn + g» %}’n + %y’H’l)
obige Gleichung ynt1 = yn + hf (t, + g, %(Yn + Yni1))
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Beispiel 4.12 (Mittelpunktsregel)

Yn+1 = Yn + hf(tn + 37 %(yﬂ +y"+1))

Versuch s =1, ¢; = % bhh=1
Y1:yn+h811f(tn+§,y1)

Dann erfiillt Y1 = %y,, + %y,,+1 fur a;1 = %

%yn + %yn+1 = Yn + h%f(tn + g7 %yn + %yn+1)

And %ynﬂ = %Yn + h%f(tn + g» %}’n + %y’H’l)
obige Gleichung yni1 = yn + hf(to + 2, 2(yn + ynt1)) und damit

Ynt1 =Yn+ hf(tn + 37 Yl)
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