
>  >  

>  >  

>  >  

>  >  
>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(1.3)(1.3)

>  >  

>  >  

(1.2)(1.2)

(1.1)(1.1)

>  >  

>  >  

(1.4)(1.4)

Blatt 13

Aufgabe 50
r e s t a r t :
d g l  : =  ( x ^ 2  *  y ( x )  +  y ( x ) ^ 3 )  *  d i f f ( y ( x ) ,  x )  +  x ^ 3  +  x  *  y ( x ) ^ 2
=  0 ;
a w  : =  y ( 1 )  =  y 1 ;

Lösungen für y0 = 1.
y 1  : =  1 ;
l s g  : =  d s o l v e ( {  d g l ,  a w  } ,  y ( x ) ) ;

# Die beiden komplexen Lösungen erfüllen die Anfangsbedingung 
n i c h t !
i s ( s u b s ( x  =  1 ,  r h s ( l s g [ 1 ] ) )  -  y 1  =  0 ) ;
i s ( s u b s ( x  =  1 ,  r h s ( l s g [ 2 ] ) )  -  y 1  =  0 ) ;
i s ( s u b s ( x  =  1 ,  r h s ( l s g [ 3 ] ) )  -  y 1  =  0 ) ;

false

false

true

u 1  : =  u n a p p l y ( r h s ( l s g [ 3 ] ) ,  x ) ;

#  D e f i n i t i o n s b e r e i c h  - s q r t ( 2 ) . . s q r t ( 2 ) .
p l o t ( u 1 ( x ) ,  x  =  - s q r t ( 2 ) . . s q r t ( 2 ) ,  c o l o r  =  r e d ,  l e g e n d  =  u 1 ,  
sca l ing  =  const ra ined) ;



>  >  

>  >  

>  >  

(1.7)(1.7)

>  >  

(1.6)(1.6)

(1.5)(1.5)

>  >  

>  >  

Lösungen für y0 = 0.
y 1  : =  0 ;
l s g  : =  d s o l v e ( {  d g l ,  a w  } ,  y ( x ) ) ;

# Die beiden komplexen Lösungen erfüllen die Anfangsbedingung 
n i c h t !
s e q ( p r i n t ( r h s ( l ) ,  s u b s ( x  =  1 ,  r h s ( l ) ) ,  i s ( s u b s ( x  =  1 ,  r h s ( l )  -  
y 1  =  0 ) ) ) ,  l  i n  l s g ) ;

u 2  : =  u n a p p l y ( r h s ( l s g [ 3 ] ) ,  x ) ;
u 3  : =  u n a p p l y ( r h s ( l s g [ 4 ] ) ,  x ) ;



>  >  
>  >  

(2.1)(2.1)

(1.7)(1.7)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

>  >  

>  >  

#  D e f i n i t i o n s b e r e i c h  - 1 . . 1  f ü r  b e i d e  r e e l l e n  L ö s u n g e n .
p l o t ( [  u 2 ( x ) ,  u 3 ( x )  ] ,  x  =  - 1 . . 1 ,  c o l o r  =  [  r e d ,  b l u e  ] ,  l e g e n d
=  [  u 2 ,  u 3  ] ,  s c a l i n g  =  c o n s t r a i n e d ) ;

#  L ö s u n g e n  i n  x  =  1  d i f f ' b a r ?
s u b s ( x  =  1 ,  d i f f ( u 2 ( x ) ,  x ) ) ;
s u b s ( x  =  1 ,  d i f f ( u 3 ( x ) ,  x ) ) ;

E r r o r ,  n u m e r i c  e x c e p t i o n :  d i v i s i o n  b y  z e r o
E r r o r ,  n u m e r i c  e x c e p t i o n :  d i v i s i o n  b y  z e r o

#  N e i n !

Aufgabe 51
r e s t a r t :
d g l  : =  d i f f ( y ( x ) ,  x )  -  y ( x ) / x  -  x ^ 2  -  x ^ 3  +  x ^ 4  =  0 ;

# Alle Lösungen der DGL



>  >  

(1.7)(1.7)

(2.4)(2.4)

>  >  
>  >  

>  >  

(2.3)(2.3)

(2.2)(2.2)

>  >  

l s g _ a l l g  : =  d s o l v e ( d g l ,  y ( x ) ) ;
l s g _ a l l g  : =  r h s ( d s o l v e ( d g l ,  y ( x ) ) ) :

a w  : =  y ( 1 )  =  y 1 ;
y 1 s  : =  1 ,  0 ,  - 1 ;

f o r  y 1  i n  y 1 s  d o
  ' y 1 '  =  y 1 ;
  l s g [ y 1 ]  : =  r h s ( d s o l v e ( {  d g l ,  a w  } ,  y ( x ) ) ) ;
  #  Wahlweise:
  C  : =  s o l v e ( {  s u b s ( x  =  1 ,  l s g _ a l l g )  =  y 1  } ,  {  _ C 1  } ) ;
  l s g 2 [ y 1 ]  : =  s u b s ( C [ 1 ] ,  l s g _ a l l g ) ;
  l s g [ y 1 ]  -  l s g 2 [ y 1 ] ;
end do;

0

0

0



(3.1)(3.1)

(3.2)(3.2)

(1.7)(1.7)

(3.3)(3.3)
>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  p l o t ( [  s e q ( l s g [ y 1 ] ,  y 1  i n  y 1 s )  ] ,  x  =  - 1 . 5 . . 2 . 5 ) ;

#  Die  Graphen schneiden s ich in  der  Nul l .  Der  Satz  von
#  P i c a r d - L i n d e l ö f f  s e t z t  a b e r  L i p s c h i t z - S t e t i g k e i t  i m  2 .
#  Argument  voraus,  um ( lokale)  E indeut igkei t  zu
#  g a r a n t i e r e n .  D i e s  i s t  i n  d e r  N u l l  n i c h t  e r f ü l l t .

Aufgabe 52
r e s t a r t :
d g l  : =  d i f f ( y ( x ) ,  x )  =  s q r t ( x  *  y ( x ) ) ;
a w  : =  y ( 1 )  =  4 ;

l s g  : =  d s o l v e ( {  d g l ,  a w  } ,  y ( x ) ) ;

u 1  : =  x  - >  r h s ( l s g ) ;



>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(3.10)(3.10)

>  >  

(3.8)(3.8)

(1.7)(1.7)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(3.5)(3.5)

>  >  

(3.6)(3.6)

>  >  

>  >  

(3.7)(3.7)

>  >  

>  >  

(3.9)(3.9)

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

>  >  

(3.4)(3.4)

t e s t  : =  s i m p l i f y ( s u b s ( y ( x )  =  u 1 ( x ) ,  d g l ) ) ;
s i m p l i f y ( r h s ( t e s t )  -  l h s ( t e s t ) )  a s s u m i n g  x  >  0 ;

0

# Aha!
a  : =  x  - >  0 ;
b  : =  x  - >  - s q r t ( x ) ;
s  : =  1 / 2 ;

d g l _ n e u  : =  d i f f ( y ( x ) ,  x )  +  a ( x )  *  y ( x )  +  b ( x )  *  y ( x ) ^ s  =  0 ;
#  T e s t
s i m p l i f y ( l h s ( d g l _ n e u )  -  r h s ( d g l _ n e u )  -  ( l h s ( d g l )  -  r h s ( d g l ) ) )  
assuming x > 0;

0

# Korrespondierende DGL
k o r r _ d g l  : =  d i f f ( w ( x ) ,  x )  +  ( 1  -  s ) * a ( s ) * w ( x )  +  ( 1  -  s ) * b ( x )  =  
0 ;
#  B r a u c h e n  f ^ 2 ( 1 )  =  y ( 1 )  =  4 ,  a l s o
k o r r _ a w  : =  w ( 1 )  =  s q r t ( r h s ( a w ) ) ;

f  : =  r h s ( d s o l v e ( {  k o r r _ d g l ,  k o r r _ a w  } ,  w ( x ) ) ) ;
' f ^ 2 '  =  e x p a n d ( f ^ 2 ) ;

#  Teste wieder  die  DGL:
t e s t 2  : =  s i m p l i f y ( s u b s ( y ( x )  =  f ^ 2 ,  d g l ) ) ;

s i m p l i f y ( r h s ( t e s t 2 )  -  l h s ( t e s t 2 ) )  a s s u m i n g  x  >  0 ;
0



>  >  

(4.5)(4.5)

>  >  

(1.7)(1.7)

(4.1)(4.1)

>  >  

(4.6)(4.6)

>  >  

>  >  

>  >  

(4.7)(4.7)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(4.3)(4.3)

(4.4)(4.4)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

(4.2)(4.2)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(3.4)(3.4)

Aufgabe 53
r e s t a r t :
w i t h ( p l o t s ) :
d g l  : =  d i f f ( y ( x ) ,  x )  +  y ( x )  *  s i n ( x )  +  s i n ( 2 * x )  =  0 ;

a w  : =  y ( 0 )  =  y 0 ;

y 0 s  : =  [  2 ,  1 ,  0  ] ;

l s g  : =  d s o l v e ( {  d g l ,  a w  } ,  y ( x ) ) ;

l s g 2  : =  u n a p p l y ( r h s ( l s g ) ,  ( x ,  y 0 ) ) ;

u s  : =  m a p ( Y 0  - >  ( x  - >  l s g 2 ( x ,  Y 0 ) ) ,  y 0 s ) ;

# Richtungsfeld der DGL
v  : =  < 1 ,  r h s ( i s o l a t e ( d g l ,  d i f f ( y ( x ) ,  x ) ) ) > ;
# Vektorfeld normieren
N  : =  s q r t ( v [ 1 ] ^ 2  +  v [ 2 ] ^ 2 ) ;
w  : =  v / N ;

p _ f i e l d  : =  f i e l d p l o t ( w ,  x  =  - P i  . .  2 * P i ,  y  =  - 1  . .  3 ,  c o l o r  =  
b l u e ) :
p _ s o l  : =  p l o t ( [  s e q ( u ( x ) ,  u  i n  u s )  ] ,  
  x  =  - P i  . .  2 * P i,  c o l o r  =  [  r e d ,  g r e e n ,  y e l l o w  ] ) :
d i s p l a y ( {  p _ f i e l d ,  p _ s o l  } ) ;



>  >  

>  >  

>  >  

(5.3)(5.3)

>  >  

>  >  

(5.4)(5.4)

(1.7)(1.7)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

(5.2)(5.2)

>  >  

(5.1)(5.1)

>  >  

>  >  

(3.4)(3.4)

>  >  

Aufgabe 54
r e s t a r t :
w i t h ( p l o t s ) :
wi th(VectorCalculus) :
wi th(L inearAlgebra) :
BasisFormat( fa lse) :
f  : =  ( x ,  y )  - >  x ^ 2  *  ( y  +  1 )  +  y / 2 ;

g  : =  ( x ,  y )  - >  x ^ 2  +  y ^ 2  -  1 ;

# Parametrisierung
p a r a m  : =  t  - >  (  c o s ( t ) ,  s i n ( t )  ) ;

( f@param)( t ) ;



(5.5)(5.5)

(5.4)(5.4)

(5.7)(5.7)

(1.7)(1.7)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

(5.6)(5.6)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(3.4)(3.4)

# Ansehen
p f  : =  p l o t 3 d ( f ( x ,  y ) ,  x  =  - 1 . 1 . . 1 . 1 ,  y  =  - 1 . 1 . . 1 . 1 ) :
p f_const r  :=  spacecurve( [  param( t ) [1 ] ,  param( t ) [2 ] ,  ( f@param)
( t ) ,  t  =  - P i . . P i  ] ,  x  =  - 1 . . 1 ,  y  =  - 1 . . 1 ,  t h i c k n e s s  =  3 ,  c o l o r  
=  b l a c k  ) :
d i s p l a y ( [  p f ,  p f _ c o n s t r  ] ) ;

L  : =  ( x ,  y ,  l a m b d a )  - >  f ( x ,  y )  +  l a m b d a  *  g ( x ,  y ) ;

d L  : =  ( x ,  y ,  l a m b d a )  - >  <  s e q ( D [ l l ] ( L ) ( x ,  y ,  l a m b d a ) ,  l l  =  1 .
. 3 )  > ;

d 2 L  : =  ( x ,  y ,  l a m b d a )  - >  < s e q (
    T r a n s p o s e ( <  s e q ( D [ l l , k k ] ( L ) ( x ,  y ,  l a m b d a ) ,  l l  =  1 . . 3 )  > ) ,
  k k  =  1 . . 3 )  > ;



(5.4)(5.4)

(5.7)(5.7)

>  >  

(1.7)(1.7)

>  >  

(5.9)(5.9)

(5.8)(5.8)

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

>  >  

>  >  

(3.4)(3.4)

# L ( 1 , 1 , 1 ) ,  d L ( 1 , 1 , 1 ) ,  d 2 L ( 1 , 1 , 1 ) ;
k r i t i s c h e _ p u n k t e  : =  s e q ( a l l v a l u e s ( s ) ,
  s  i n  s o l v e ( {  s e q ( d L ( x ,  y ,  l a m b d a ) [ l l ]  =  0 ,  l l  =  1 . . 3 )  } ,
    {  x ,  y ,  l a m b d a  } ) ) ;

f o r  k r  i n  k r i t i s c h e _ p u n k t e  d o
  # k r ;
  p r i n t ( ' < x ,  y > '  =  s u b s ( k r ,  [ x ,  y ] ) ) ;
  i f  ( n o t  i s ( s u b s ( k r ,  x ) ,  r e a l ) )  o r  ( n o t  i s ( s u b s ( k r ,  y ),  r e a l ) )
then
    #  Komplexe Werte überspringen
    p r i n t ( " K o m p l e x e  k r i t i s c h e  S t e l l e  i g n o r i e r t " ) ;
    n e x t ;
  e n d  i f ;
  #' < x ,  y > '  =  e v a l f ( s u b s ( k r ,  [ x ,  y ] ) ) ;
  p r i n t ( ' f ( x ,  y ) '  =  s u b s ( k r ,  f ( x ,  y ) ) ) ;
  #  Hessematr ix
  d 2 L _ v a l  : =  s u b s ( k r ,  d 2 L ( x ,  y ,  l a m b d a ) ) :
  p r i n t ( R e ( e v a l f ( s i m p l i f y ( E i g e n v a l u e s ( d 2 L _ v a l ) ) ) ) ) ;
end do:



>  >  

>  >  

(5.7)(5.7)

(1.7)(1.7)

(5.9)(5.9)

>  >  

>  >  

(5.4)(5.4)

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

>  >  

>  >  

(3.4)(3.4)

"Komplexe kritische Stelle ignoriert"

"Komplexe kritische Stelle ignoriert"

#  H m m ,  a l l e  i n d e f i n i t  . . .  d a n n  o p t i s c h  a b l e s e n
# Filtere komplexe Lösungen
k r i t i s c h e _ p u n k t e  : =  s e q ( k r i t i s c h e _ p u n k t e [ l l ] ,  l l  =  1 . . 4 ) :
k p 3 d  : =  [  s e q ( s u b s ( k r ,  [  x ,  y ,  f ( x ,  y )  ] ) ,  k r  i n  
k r i t i s c h e _ p u n k t e )  ] ;
pp  :=  po in tp lo t3d (kp3d ,  symbol  =  c i rc le ,   symbols i ze  =  50 ,  
c o l o r  =  y e l l o w ) ;
d i s p l a y ( [  p f ,  p f _ c o n s t r ,  p p  ] ) ;



(5.4)(5.4)

(5.7)(5.7)

>  >  

(1.7)(1.7)

(5.9)(5.9)

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

(5.10)(5.10)

>  >  

(3.4)(3.4)

>  >  
Alternative: 1D Funktion

h  : =  t  - >  ( f @ p a r a m ) ( t ) ;
d h  : =  D ( h ) ;
d2h  :=  D (dh ) ;



(5.11)(5.11)

(5.7)(5.7)

(1.7)(1.7)

(5.9)(5.9)

>  >  

>  >  

(5.12)(5.12)

>  >  

>  >  
>  >  

>  >  

(5.4)(5.4)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

(5.10)(5.10)

>  >  

(3.4)(3.4)

#  h ( 0 ) ,  d h ( 0 ) ,  d 2 h ( 0 ) ;
k r i t i s c h e _ p u n k t e  : =  s o l v e ( {  d h ( t )  =  0  } ,  {  t  } ) ;

#  M a p l e  f i n d e t  d i e  k r i t i s c h e  S t e l l e  b e i  t  =  - P i / 2  n i c h t ,  f ü g e n  
w i r  d i e s e  h i n z u  . . .
d h ( - P i / 2 ) ;
k r i t i s c h e _ p u n k t e  : =  k r i t i s c h e _ p u n k t e ,  {  t  =  - P i / 2  } ;

0

#  Oder  v ie l le icht  doch dabe i? !?
s o l v e ( {  d h ( t )  =  0  } ,  {  t  } ,  A l lSolut ions=true) ;
about (_Z1) ;  about (_Z2) ;



(5.7)(5.7)

(1.7)(1.7)

(5.9)(5.9)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(5.4)(5.4)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

(5.13)(5.13)

(5.10)(5.10)

>  >  

(3.4)(3.4)

O r i g i n a l l y  _ Z 1 ,  r e n a m e d  _ Z 1 ~ :
  i s  a s s u m e d  t o  b e :  i n t e g e r

O r i g i n a l l y  _ Z 2 ,  r e n a m e d  _ Z 2 ~ :
  i s  a s s u m e d  t o  b e :  i n t e g e r

#  A h a ,  d i e  l e t z t e  L ö s u n g  i s t  P i - p e r i o d i s c h ,  d i e  a n d e r e n  a l l e  2 *
P i - p e r i o d i s c h .
#  Da  unsere  Paramet r is ie rung  2*P i -per iod isch  is t ,  s ind  es  
tatsächlich zwei verschiedene Lösungen!
# (d.h.  man muss die zweite  Lösung von Hand zu obiger  Liste 
hinzufügen)
minMax[-1] := "Maximum":
minMax[1] := "Minimum":
minMax[0]  :=  "???":  #  Bei  2 .  Able i tung =  0  müssen wei tere  
Kriterien hinzugenommen werden
f o r  k r  i n  k r i t i s c h e _ p u n k t e  d o
  # k r ;
  x y  : =  s i m p l i f y ( s u b s ( k r ,  [ p a r a m ( t ) ] ) ) :
  p r i n t ( ' t '  =  s i m p l i f y ( s u b s ( k r ,  t ) ) ) ;
  p r i n t ( ' < x ,  y > '  =  x y ) ;
  i f  ( n o t  i s ( x y [ 1 ] ,  r e a l ) )  o r
      ( n o t  i s ( x y [ 2 ] ,  r e a l ) )  t h e n
    #  Komplexe Werte überspringen
    p r i n t ( " K o m p l e x e  k r i t i s c h e  S t e l l e  i g n o r i e r t " ) ;
    n e x t ;
  e n d  i f ;
  p r i n t ( ' f ( x ,  y ) '  =  f ( x y [ 1 ] ,  x y [ 2 ] ) ) ;
  #  Kr i te r ium 2 .  Ordnung
  d 2 h _ v a l  : =  s i m p l i f y ( s u b s ( k r ,  d 2 h ( t ) ) ) ;
  p r i n t ( ' d i f f ( f @ p a r a m ,  t ) ' ( ' t ' )  =  d 2 h _ v a l ) ;
  # typ  :=  minMax[s ign(d2h_va l ) ] ;
  # p r i n t ( t y p ) ;
end do:



(5.7)(5.7)

>  >  

(1.7)(1.7)

(5.9)(5.9)

(5.14)(5.14)

>  >  

>  >  

(5.4)(5.4)

>  >  

(2.2)(2.2)

(5.13)(5.13)

(5.10)(5.10)

>  >  

(3.4)(3.4)

"Komplexe kritische Stelle ignoriert"

"Komplexe kritische Stelle ignoriert"

# Und hier auch noch einmal zeichnen:
k r i t i s c h e _ p u n k t e  : =  s e q ( k r i t i s c h e _ p u n k t e [ l l ] ,  l l  i n  [  1 ,  2 ,  5 ,  
6  ] ) ;



>  >  

(5.4)(5.4)

(5.7)(5.7)

>  >  

(1.7)(1.7)

(5.9)(5.9)

(5.14)(5.14)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(5.15)(5.15)

(2.2)(2.2)

(5.13)(5.13)

(5.10)(5.10)

>  >  

(3.4)(3.4)

k p 3 d  : =  [  s e q ( s u b s ( k r ,  [  p a r a m ( t ) ,  ( f @ p a r a m ) ( t )  ] ) ,  k r  i n  
k r i t i s c h e _ p u n k t e )  ] :
pp  :=  po in tp lo t3d (kp3d ,  symbol  =  c i rc le ,   symbols i ze  =  50 ,  
c o l o r  =  y e l l o w ) ;
d i s p l a y ( [  p f ,  p f _ c o n s t r ,  p p  ] ) ;

Weitere Alternative: Lass Maple eine (stückweise) Parametrisierung finden
s o l v e ( g ( x ,  y )  =  0 ,  x ) ;



>  >  

(5.4)(5.4)

(5.7)(5.7)

(1.7)(1.7)

(5.9)(5.9)

(5.14)(5.14)

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

(5.13)(5.13)

(5.10)(5.10)

>  >  

(3.4)(3.4)

# Dann die beiden Lösungen als Parametrisierungen benutzen.


