
>  >  

(1.4)(1.4)

(1.5)(1.5)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(1.3)(1.3)

(1.8)(1.8)

>  >  
>  >  

(1.6)(1.6)

(1.2)(1.2)

>  >  

>  >  

(1.1)(1.1)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(1.7)(1.7)

>  >  

>  >  

>  >  
>  >  
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Aufgabe 46
r e s t a r t ;
w i t h ( p l o t s ) :
wi th(VectorCalculus) :
BasisFormat( fa lse) :
f  : =  ( x ,  y )  - >  4 * x ^ 2  -  3 * x * y ;

p a r a m  : =  t  - >  (  c o s ( t ) ,  s i n ( t )  ) ;

g  :=  ( f@param) ( t ) ;   #  f  e ingeschränk t  au f  den  E inhe i tsk re is

d g  : =  d i f f ( g ,  t ) ;    #  A b l e i t e n

d 2 g  : =  d i f f ( d g ,  t ) ;
#  T e s t
d 2 g  -  d i f f ( g ,  t $ 2 ) ;

0

k r i t  : =  s o l v e ( {  d g  =  0  } ,  t ) ;
#  D i e  L ö s u n g e n  w e r d e n  i m  I n t e r v a l  [  - p i ,  p i  ]  g e s u c h t .  T e s t
f o r  k k  f r o m  1  t o  n o p s ( [  k r i t  ] )  d o
  ' d g ' ( r h s ( k r i t [ k k ] [ 1 ] ) )  =  s i m p l i f y ( s u b s ( k r i t [ k k ] ,  d g ) ) ;
od;

#  Werte  der  2 .  Able i tung (h inre ichendes Kr i ter ium 2 .  Ordnung)
d 2 g _ k r i t  : =  s e q ( s i m p l i f y ( s u b s ( k r i t [ k k ] ,  d 2 g ) ) ,  k k  =  1 . . n o p s ( [  
k r i t  ] ) ) ;

# Auswerten



>  >  

>  >  

(1.9)(1.9)

>  >  

(1.10)(1.10)

>  >  
>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(1.8)(1.8)

(1.11)(1.11)

>  >  

>  >  

>  >  

minMax[-1] := "Maximum":
minMax[1] := "Minimum":
minMax[0]  :=  "???":  #  Bei  2 .  Able i tung =  0  müssen wei tere  
Kriterien hinzugenommen werden
f o r  k k  f r o m  1  t o  n o p s ( [  k r i t  ] )  d o
  p    : =  r h s ( k r i t [ k k ] [ 1 ] ) ;
  g p   : =  s u b s ( k r i t [ k k ] ,  g ) ;
  t y p  : =  minMax[sign(d 2 g _ k r i t [ k k ] ) ] ;
  p r i n t ( t  =  p ,  ' g ' ( ' t ' )  =  g p ,  d 2 g _ k r i t [ k k ] , t y p) ;
end do:

# Schön darstel len
p _ f  : =  p l o t 3 d ( f ( x ,  y ) ,  x  =  - 1 . 1  . .  1 . 1 ,  y  =  - 1 . 1  . .  1 . 1 ) ;

p _ g  : =  s p a c e c u r v e ( [  p a r a m ( t ) [ 1 ] ,  p a r a m ( t ) [ 2 ] ,  g  ] ,  t  =  - P i  . .  
P i ,  c o l o r  =  b l a c k ,  t h i c k n e s s  =  3 ) ;

#  Kr i t i sche  Punkte ,  e ingesetz t  in  d ie  Paramet r is ie rung
k p 3 d  : =  [  s e q (s u b s ( k r i t [ k k ] ,  [  c o s ( t ) ,  s i n ( t ) ,  g  ] ) ,  k k  =  1 . .
n o p s ( [  k r i t  ] ) )  ] :
p _ p  : =  po intp lo t3d(kp3d,  symbol=c i rc le ,   symbols ize  =  50 ,  co lor
=  ye l low) ;

d i s p l a y ( [  p _ f ,  p _ g ,  p _ p  ] ) ;



(2.3)(2.3)

>  >  

>  >  

>  >  

(2.2)(2.2)

>  >  

>  >  

>  >  

(2.1)(2.1)

(1.8)(1.8)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

Aufgabe 47
r e s t a r t ;
wi th(L inearAlgebra) :
wi th(ArrayTools) :
wi th(VectorCalculus) :
BasisFormat( fa lse) :
S e t C o o r d i n a t e s ( ' c a r t e s i a n ' [ x ,  y ] ) ;

cartesian

f  : =  ( 3 * x ^ 2  +  x  +  y  -  3 * y ^ 2 )  *  e x p ( - ( x ^ 2  +  y ^ 2 ) ) ;

x 0  : =  [  0 ,  0  ] ;
d x  : =  [  x  -  x 0 [ 1 ] ,  y  -  x 0 [ 2 ]  ] ;

Manuelle Methode
(von Hand -- auf Papier! -- alle Summanden aufstellen)



(2.5)(2.5)

(2.7)(2.7)

>  >  

(2.4)(2.4)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(2.6)(2.6)

(1.8)(1.8)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  T f [ 3 ]  : =  s i m p l i f y (
   s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  f )  +
   s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  x ) )  *  d x [ 1 ]  +  s u b s ( [  
x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  y ) )  *  d x [ 2 ]  +
   ( 1 / 2 ) * (
     s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  x ,  y ) )  *  d x [ 1 ]  *  d x
[ 2 ]  +
     s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  y ,  x ) )  *  d x [ 2 ]  *  d x
[ 1 ]  +
     s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  x $ 2 ) )  *  d x [ 1 ] ^ 2  +
     s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  y $ 2 ) )  *  d x [ 2 ] ^ 2
   )  +
   ( 1 / 6 ) * (
     3  *  s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  x $ 2 ,  y ) )  *  d x
[ 1 ] ^ 2  *  y  +
     3  *  s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  y $ 2 ,  x ) )  *  d x
[ 2 ] ^ 2  *  x  +
     s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  x $ 3 ) )  *  d x [ 1 ] ^ 3 +
     s u b s ( [  x  =  x 0 [ 1 ] ,  y  =  x 0 [ 2 ]  ] ,  d i f f ( f ,  y $ 3 ) )  *  d x [ 2 ] ^ 3 ) ) ;

Direkte Methode
(nach der Difinition)

G f  : =  G r a d i e n t ( f ) ;
H f  : =  H e s s i a n ( f ) ;
#  Aber  was  i s t  m i t  de r  3 .  Ab le i tung?

#  A l t e r n a t i v  ( d i r e k t  m i t  d e r  D e f i n i t i o n  h ö h e r e r  A b l e i t u n g e n
# mehrerer  Veränder l icher ) :
x y [ 1 ]  : =  x ;  x y [ 2 ]  : =  y ;

d f  : =  A r r a y ( 1  . .  2 ,  i  - >  d i f f ( f ,  x y [ i ] ) ) ;
#  T e s t
' d f '  -  ' G f '  =  c o n v e r t ( d f ,  ' V e c t o r ' )  -  T r a n s p o s e ( G f ) ;



>  >  

(2.8)(2.8)

>  >  

(2.7)(2.7)

(2.4)(2.4)

>  >  

(2.11)(2.11)

>  >  

>  >  

(2.10)(2.10)

>  >  

>  >  

(2.9)(2.9)

>  >  

>  >  

(1.8)(1.8)

>  >  

>  >  

>  >  

d 2 f  : =  A r r a y ( 1  . .  2 ,  1  . .  2 ,  ( i ,  j )  - >  d i f f ( f ,  [  x y [ i ] ,  x y [ j ]  ]
) ) ;
#  T e s t
' d 2 f '  -  ' H f '  =  c o n v e r t ( d 2 f ,  M a t r i x )  -  H f ;

#  D i e  d r i t t e  A b l e i t u n g  i s t  e i n  3 - T e n s o r !
d 3 f  : =  A r r a y ( 1  . .  2 ,  1  . .  2 ,  1  . .  2 ,  ( i ,  j ,  k )  - >  d i f f ( f ,  [  x y
[ i ] ,  x y [ j ] ,  x y [ k ]  ] ) ) ;

#  S o  s i e h t  d i e  e r s t e  Z e i l e  d e r  e r s t e n  E b e n e  d e r  3 .  A b l e i t u n g  
aus:
d 3 f ( 1 ,  1 . . 2 ,  1 ) ;

# Taylorpolynom:
#  T _ k [ f , x _ 0 ] ( x )  =  s u m _ i = 0 ^ k  D ^ i  f ( x _ 0 )  [ ( x  -  x _ 0 ) ,  . . . ,  ( x  -  
x _ 0 ) ] / i !
# Auswerten der Ableitungen
a u s w e r t e n  : =  ( f ,  v )  - >  s u b s ( [  x  =  v [ 1 ] ,  y  =  v [ 2 ]  ] ,  f ) ;



>  >  

>  >  

(2.11)(2.11)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(1.8)(1.8)

(2.7)(2.7)

(2.4)(2.4)

>  >  

(2.12)(2.12)

>  >  
>  >  

>  >  

>  >  

(2.13)(2.13)

>  >  

# Prozedur um einen k-Tensor auf k Vektoren anzuwenden,
# die als Array übergeben werden
anwenden := p r o c  ( f ,  v s )
  descr ipt ion "Wende e inen k-Tensor  auf  k  Vektoren an." ;
  l o c a l  k ,  i n d ,  i i ,  k k ,  curSumd, curSum;
  
  #  Anzahl  Vektoren/Stufe des Tensors
  k  : =  nops(vs) ;
  
  #  a l le  mögl ichen Index-k-Tupel  des Tensors
  i n d  : =  i n d i c e s ( f ) ;
  
  cu rSum :=  0 ;
  f o r  i i  i n  i n d  d o
    #  f [ i i [ 1 ] ] [ i i [ 2 ] ] . . . [ i i [ k ] ]  a u s w e r t e n
    c u r S u m d  : =  f( s e q ( i i [ l l ] ,  l l  =  1 . . n o p s ( i i ) ) ) ;
    
    f o r  k k  f r o m  1  t o  n o p s ( v s )  d o
      #  i i - t e r  E i n t r a g  d e s  k k - t e n  V e k t o r s
      curSumd := curSumd * v s [ k k ] [ i i [ k k ] ] ;
    e n d  d o ;
    c u r S u m  : =  curSum + curSumd;
  e n d  d o ;
  re turn  curSum;
end proc:
# f( s e q ( i i [ l l ] ,  l l  =  1 . . n o p s ( i i ) ) )  *  p r o d u c t (d x [ i i [ i ] ] ,  i  =  1 . .
n o p s ( i i ) ) ;
# Summanden der Taylorentwicklung (nur zum Ansehen):
' f ' ( ' x 0 ' )  =  a u s w e r t e n ( f ,  x 0 ) ;
' d f ' ( ' x 0 ' )  *  ( ' x '  -  ' x 0 ' )  =  anwenden(auswer ten(d f ,   x0 ) ,  [  dx  ]
) ;
( ' x '  -  ' x 0 ' ) ^ ' T '  *  ' d 2 f ' ( ' x 0 ' )  *  ( ' x '  -  ' x 0 ' ) =  anwenden
( a u s w e r t e n ( d 2 f ,  x 0 ) ,  [  d x ,  d x  ] ) ;
' d 3 f ' ( ' x 0 ' ) [' x '  -  ' x 0 ' ,' x '  -  ' x 0 ' ,' x '  -  ' x 0 ' ] =  anwenden
( a u s w e r t e n ( d 3 f ,  x 0 ) ,  [  d x ,  d x ,  d x  ] ) ;

# Jetzt zusammensetzen
Tf_a l t [3 ]  :=  auswer ten ( f ,  x0 ) / fac tor ia l (0 )  +  anwenden(auswer ten
( d f,  x 0) ,  [  d x  ] ) / f a c t o r i a l ( 1 )
       +  a n w e n d e n (auswerten(d2f,  x 0) ,  [  d x ,  d x  ] )/ f a c t o r i a l ( 2 )
       +  anwenden(auswer ten(d3f,  x 0) ,  [  d x ,  d x ,  d x  ]) / f a c t o r i a l
( 3 );



>  >  

(2.7)(2.7)

(2.4)(2.4)

(2.14)(2.14)
>  >  

(2.11)(2.11)

(2.13)(2.13)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(1.8)(1.8)

>  >  

>  >  

T f [ 3 ]  : =  s i m p l i f y (T f [ 3 ] ) ;

Auf die 1D-Version zurückführen
(schreibe g[x_0,x](t) := f(x_0 + t*(x - x_0) und bestimme die Taylor-Entwicklung 
von g. Dann ergbit sich T_k(f, x_0)(x) = T_k(g[x_0,x], 0)(1).)

# Darf  jemand anderes machen ; - ) .
# Probe
T f [ 3 ]  -  T f _ a l t [ 3 ] ;

0

Plotten
p l o t 3 d ( [  f ,  T f [ 3 ]  ] ,  x = - 2 . . 2 ,  y = - 2 . . 2 ,  v i e w = - 5 . . 5,
       c o l o r  =  [  ' r e d ' ,  ' b l u e '  ] ) ;

# p l o t 3 d ( [  f ,  T f [ 3 ]  ] ,  x = - 1 . . 1 ,  y = - 1 . . 1 ,  c o l o r  =  [  ' r e d ' ,  ' b l u e '
] ) ;

Aufgabe 48



>  >  
>  >  

(2.7)(2.7)

(3.2)(3.2)

(2.4)(2.4)

>  >  

>  >  

(2.11)(2.11)

>  >  

(2.13)(2.13)

>  >  

>  >  

(3.1)(3.1)

(3.3)(3.3)

>  >  

(1.8)(1.8)

>  >  

#  S a t z  ü b e r  d i e  I m p l i z i t e  F u n k t i o n
r e s t a r t :
wi th(L inearAlgebra) :
f  : =  ( x ,  y )  - >  e x p ( y )  +  y ^ 3  +  x ^ 3  +  x ^ 2  -  1 ;

i m p l F u n  : =  p r o c ( f ,  x )
  l o c a l  D y f ,  r ,  d i m ,  g ;
  #  Best imme den Rang des y-Antei ls  der  Jacobi-Matr ix
  D y f  : =  d i f f ( f ( x ,  y ) ,  y ) ;
  d i m  : =  m a x ( D i m e n s i o n ( c o n v e r t ( [ f ( x , y ) ] ,  M a t r i x ) ) ) ;
  r  : =  R a n k ( c o n v e r t ( [ D y f ] ,  M a t r i x ) ) ;
  p r in t f ( "D imens ion :  %d ,  Rang:  %d \n" ,  d im,  r ) ;
  #  D i e  i m p l i z i t e  F u n k t i o n  g ,  d i e  a l s  L ö s u n g  v o n  f ( x ,  g ( x ) )  =  0
gegeben
  #  i s t ,  g i b t  e s ,  w e n n  d e r  R a n g  v o l l  i s t .
  i f  r  =  d i m  t h e n
    p r i n t ( " y - A n t e i l  d e r  J a c o b i - M a t r i x  i s t  i n v e r t i e r b a r ,  
i m p l i z i t e  F u n k t i o n  e x i s t i e r t . " ) ;
    g  : =  r h s ( s o l v e ( {  f ( x ,  g )  =  0  } ,  {  g  } ) [ 1 ] ) ;
  e l s e
    p r i n t ( " y - A n t e i l  d e r  J a c o b i - M a t r i x  i s t  n i c h t  i n v e r t i e r b a r ,  
i m p l i z i t e  F u n k t i o n  e x i s t i e r t  N I C H T . " ) ;
  e n d  i f ;
  r e t u r n  g ;
end proc;

g  : =  i m p l F u n ( f ,  x ) ;
Dimens ion :  1 ,  Rang :  1



>  >  

(2.7)(2.7)

(2.4)(2.4)

>  >  

(2.11)(2.11)

>  >  

(2.13)(2.13)

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

>  >  

(3.3)(3.3)

(1.8)(1.8)

>  >  

"y-Anteil der Jacobi-Matrix ist invertierbar, implizite Funktion existiert."

p l o t ( g ,  x  =  - 3 . . 2 ,  y  =  - 2 . . 2 ,  n u m p o i n t s  =  1 0 0 ) ;
#  k e i n  s e h r  s c h ö n e r  P l o t  . . .

#  A l t e r n a t i v e
w i t h ( p l o t s ) :
i m p l i c i t p l o t ( {  f ( x ,  y )  =  0  } ,  x  =  - 3 . . 2,  y = - 5 . . 5) ;



>  >  

>  >  

(4.1)(4.1)

>  >  

(2.7)(2.7)

>  >  

>  >  

(2.4)(2.4)

>  >  

(4.3)(4.3)

(2.11)(2.11)

>  >  

>  >  

(2.13)(2.13)

(4.4)(4.4)

>  >  

(4.5)(4.5)

>  >  

(3.3)(3.3)

>  >  

(4.2)(4.2)

>  >  

>  >  

(1.8)(1.8)

>  >  

Aufgabe 49
r e s t a r t :
wi th(L inearAlgebra) :
wi th(VectorCalculus) :
w i t h ( p l o t s ) :
BasisFormat( fa lse) :
f  : =  x ^ 2  *  y ;

g  : =  x ^ 2  +  y ^ 2  -  3 ;

L  : =  f  +  l a m b d a  *  g ;

d L  : =  [  d i f f ( L ,  x ) ,  d i f f ( L ,  y ) ,  d i f f ( L ,  l a m b d a )  ] ;

k r i t  : =  s e q ( a l l v a l u e s ( s ) ,  s  =  s o l v e ( {  d L [ 1 ]  =  0 ,  d L [ 2 ]  =  0 ,  d L



(4.8)(4.8)

>  >  

>  >  

>  >  

(4.6)(4.6)

(2.11)(2.11)

>  >  

(4.5)(4.5)

>  >  

(1.8)(1.8)

>  >  

(4.7)(4.7)

>  >  

(2.7)(2.7)

(2.4)(2.4)

(2.13)(2.13)

(3.3)(3.3)

>  >  

>  >  

[ 3 ]  =  0  } ,  {  x ,  y ,  l a m b d a  } ) ) ;

H L  : =  H e s s i a n ( L ,  [  x ,  y  ] ) ;

G r a d G  : =  G r a d i e n t ( g ,  [  x ,  y  ] ) ;

#  Wenn d ie  le tz te  Spa l te  der  Ausgabe  pos i t i v  fü r  a l l e  Wer te
#  von  s [1 ] ,  s [2 ]  i s t ,  so  haben  w i r  e in  loka les  Min imum;  wenn
# negativ,  dann ein Maxiumum, wenn dem nicht  so ist ,  haben 
#  w i r  k e i n  s i c h e r e s  K r i t e r i u m .
f o r  k k  f r o m  1  t o  n o p s ( [  k r i t  ] )  d o
  p    : =  s u b s ( k r i t [ k k ] ,  [  x ,  y  ] ) ;
  f p   : =  s u b s ( k r i t [ k k ] ,  f ) ;
  t y p  : =  m i n M a x [ s i g n ( d 2 g _ k r i t [ k k ] ) ] ;
  HLp  :=  subs (k r i t [ k k ] ,  H L ) ;
  
  #  Tangent ia lvektor  best immen.  Der  Gradient  s teht
  #  or thogonal  auf  dem Rand des  Gebietes ,  d .h .  
  #  Tangent ia len stehen orthogonal  auf  dem Gradienten.
  GradGp :=  subs(kr i t [kk] ,  GradG);
  p r in t ( "or thogona le : " ,  GradGp) ;
  t a n s  : =  [  s o l v e ( {  G r a d G p [ 1 ]  *  s [ 1 ]  +  G r a d G p [ 2 ]  *  s [ 2 ]  =  0  } ,
          {  s [ 1 ] ,  s [ 2 ]  } )  ] ;
  p r i n t ( " T a n g e n t i a l r a u m : " ,  t a n s ) ;
  v : =  s u b s ( t a n s [ 1 ] ,  < s [ 1 ] ,  s [ 2 ] > ) ;
  k r i t e r i u m  : =  s e q ( T r a n s p o s e ( v ) . H L p . v ,  s  i n  t a n s ) ;
  p r i n t ( [ x , y ]  =  p ,  ' f ' ( [ ' x ' , ' y ' ] )  =  f p ,  k r i t e r i u m ) ;
end do:



>  >  

(4.8)(4.8)

>  >  

(4.10)(4.10)

>  >  

>  >  

(2.11)(2.11)

>  >  

>  >  

(4.5)(4.5)

>  >  

(1.8)(1.8)

>  >  

>  >  

>  >  

(2.7)(2.7)

(2.4)(2.4)

(4.11)(4.11)

>  >  

(2.13)(2.13)

(4.9)(4.9)

(3.3)(3.3)

>  >  

#  J e t z t  n o c h  p l o t t e n  ( o p t i o n a l )
p _ f  : =  p l o t 3 d ( f ,  x  =  -s q r t ( 3 ) * 1 . 1. .s q r t ( 3 )* 1 . 1,  y  =  -s q r t ( 3 )*
1 . 1. .s q r t ( 3 )* 1 . 1,  v i e w  =  - 3 . . 3 ) ;

p a r a m  : =  [  c o s ( t ) * s q r t ( 3 ) ,  s i n ( t ) * s q r t ( 3 )  ] ;
p_ t  :=  spacecurve ( [  param[1 ] ,  param[2 ] ,  s u b s ( [  x  =  p a r a m [ 1 ] ,  y  
=  p a r a m [ 2 ]  ] ,  f ) ] ,  t  =  - P i . . P i ,  c o l o r  =  b l a c k ,  t h i c k n e s s  =  3 ) ;

#  Kr i t ische  Punkte
k p 3 d  : =  [  s e q ( s u b s ( k r i t [ k k ] ,  [  x ,  y ,  f  ] ) ,  k k  =  1 . . n o p s ( [  k r i t  
] ) )  ] ;
p_p  :=  po intp lo t3d(kp3d,  symbol=c i rc le ,   symbols ize  =  50 ,  co lor
=  y e l l o w ) ;



(4.8)(4.8)

>  >  

(2.7)(2.7)

(2.4)(2.4)

>  >  

(4.11)(4.11)

(2.11)(2.11)

(2.13)(2.13)

>  >  

(4.5)(4.5)

>  >  

>  >  

(3.3)(3.3)

(1.8)(1.8)

>  >  

d i s p l a y ( [  p _ f ,  p _ t ,  p _ p  ] ) ;


