Computergestuetzte Mathematik zur Analysis
Lektion 13 (28. Januar)

| > restart:

Y Gewdhnliche Differentialgleichungen

(> Dyl = diff(y(x), x) = y(x);

: Dgl:= - y(x) = x) (1.9
> dsol ve(Dgl, y(x));

_ y(x) =_Cle" (1.2)
> # falls Mapl e eine Loesung findet, so werden alle Loesungen

ausgegeben
> # I ntegrationskonstante Cl1
> AB := y(0) = A

L AB:=y(0)=A (1.3)
> dsol ve({Dgl, AB}, y(x));
. y(x) =Ae" (1.4)
> Dgl :=diff(y(x),x,x) + 2*nr diff(y(x),x) + o"2*y(x);
d d

I Dgl:= E V(X) +2m (a y(x)) + 0 V(X) (1.5)
> sol := dsolve(Dgl,y(x));
i soli= y(x) = _Clel =@ )x e al-m=ymT=a7)x (1.6)
> sol := rhs(dsolve(Dgl,y(x)));
| Sol:=_C1e(_m+ mz_ﬁ)x+_C24_m_“m2_ﬂ>x (1.7)
> Dsys :={ diff(wmx),x) + 2*ntw(x) + o"2*y(x)=0, diff(y(x),x) -

wx) =0} ; 1 .

| a _ _ a 2 _

I Dsys .= { X V(x) —w(x) =0, ax w(x) +2mw(x) + 0 y(x) = O} (1.8)
> syssol :=dsol ve(Dsys);
syssol:= {w(x) = _CI (—m—i—\/ m° — o ) e(_m+ me — o )x—i—_CZ(—m (1.9)

= F) m =) oy g elm T ) x

I +_C2€_(m+ m2—02)x}
> sol : =rhs(syssol [2]);

Sol:=_Cle("m+ "ﬂ_oz)x+_C?e_0"+ =7 ) x (1.10)
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Dgl :=diff(y(x),x) - y(x) + x*3 - 3*x + 2 =0;
[wk=éiyu)—ﬂx%+f—3x+2=0
Lsg : = dsolve(Dgl, y(x));

Lsg:=y(X) =X’ +3X +3x+5+_Cle"

eval (Dgl, Lsg);
0=0

# Ueber pruefen der Loesung durch Einsetzen in DG

eval (Lsg, x = 0);

Y0) =5+ _CI
K1 := solve(eval (% y(0)=1), _Cl);
Kl:=-4

# Anf angsbedi ngung gegeben, Konstante ausrechnen
eval (y(x), {Lsg, _Cl=K1});

X +3X +3x+5+_Cle
# Kkl appt nicht !

f1 := subs(Lsg, _Cl=K1, y(x));
fli=xX*+3X¥ +3x+5—4¢"
Lsg2 := dsolve({Dgl, y(0) = 1/2}, y(x));

Lw2;ymyzf+3¥+3x+5—%ex

f2 :=rhs(Lsg2);
f2:=x3+3x2+3x+5—%ex
Lsg3 := dsolve({Dgl, y(0) = 3/2}, y(x));
LsgS:zy(x):x3+3x2+3x+5—%ex
f3 :=rhs(Lsg3);
Bkﬂ@+3£+3x+5—%ex
# Loesung der verschi edenen AWA zei chnen

plot([fl, f2, f3], x =-1.5 .. 2, thickness = 2);
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pll := %
wi th(plots):
# Richtungsfeld der DA, nach diff(y(x),x) aufl oesen
isolate(Dgl, diff(y(x), x));
d

e Y =VX) — X’ +3x-2 (1.22)

v :=[1, rhs(99];

vi=[1, y(x) =X +3x—2] (1.23)
# Vektorfeld ist tangential an den G aphen jeder Loesung
pl2 := fieldplot(v, x =-1.5.. 2, y =-2 .. 5 thickness = 2)

aisplay({pll, pl 2});
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| | > # Loesungen verl aufen "entl ang" des Vektorfel des

Y getrennte Variable

| > restart:
> Dgl = diff(y(x), x) = exp(y(x)) * sin(x);
Dgl:= % y(x) = e’ sin(x) (2.1)

;> # Loesung nur |okal auf einemIntervall definiert
> Lsg : = dsolve(Dgl);

L Lsg:=y(x) = -In(cos(x) — _C1) (2.2)
> eval (Dgl, Lsg);

sin(x) sin(x)
| cos(x) —_CI  cos(x) —_CI (2:3)
>f :=rhs(Lsg);
_ f:=-In(cos(x) —_C1) (2.4)
> eval (f, x=0);
| -In(1 —_C1I) (2.5)

> K1l := solve(%=-1/2, _Cl);
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1
I Kl:=-e% +1 (2.6)
> fl :=rhs(eval (Lsg, _Cl=K1));

1
_ fl:= —ln(cos(x) +e? —1) 2.7)
> plot(fl, x =-2 .. 6, thickness = 2);
2,
1.5
1,
0.5 1
-2 2 3 4 5 6
X

;> # Logarithnmus nicht ueberall definiert
| > # Argunent des Logarithnus untersuchen

> tnp = cos(x)+exp(1l/2)-1;
1

_ tmp:= cos(x) + e? -1 (2.8)
> a :=solve(tnp = 0, X);
1
_ a::n—arccos(e2 —1) (2.9)
> eval f(a);
2.276699288 (2.10)

> si mpl i fy(subs(x=-a,tnp));

0 (2.11)
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L> # Funktion f1 ist nur auf demlIntervall (-a,a) eine Loesung der
L AWA

Y mehrere Losungen einer AWA

| > restart:

> # Satz von Picard-Lindeloef : AWA unter gew ssen
Vor ausset zungen | okal eindeutig | oesbar

> g 1= (x72 + 24%) *y(x) *exp(y(x) "2) *di T (y(x), %) - 1;

g:=(x+2x) y(x) SR (% y(x)) -1 (3.1)

> Lsgn := dsolve({g = 0, y(2) = 0}, y(x));

I Lsgn:=y(x) = /ln(l—l (; X:Z)),y(x) /ln(l—l (; X—;Z)) (3.2

> # fuer die AWA y(2)=0 gibt es zwei verschi edene Loesungen
| > g1 := unapply(rhs(Lsgn[1]), x): g2 := unapply(rhs(Lsgn[2]), X):
> sinplify(eval (g,Lsgn[1])), sinmplify(eval (g, Lsgn[2]));

L 0,0 (3.3)
>91(2), 92(2);
N 0,0 (3.4)
B Lsg := dsolve({g =0, y(2) = 2/ 5}, y(x));

25 1 X+2
i Lsg:=y(x / —In 2 N )) (3.5)

> # die AWA y(2)=2/5 hat ei ndeutlge Loesung
> f1l := rhs(Lsg);

4
fl:=/ln[e25 —ln(% x—;Z )J (3.6)

> sinplify(eval (g, Lsg));

i 0 (3.7)
> sinplify(eval (f1,x=2));

2

< 3.8
i . (3.8)
| > # Definitionsbereich von f1 bestinmen
> a :=solve(fl =0, x);

) 2
a_: i (3.9)
Dt —1_q

> W th(plots):
> # Richtungsfeld der DG
>v =<1, 1/((x*2 + x)*y*exp(y"2))>;

(3.10)
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> w:= Vv/N

N:=

1
V= 1
(%+x)y€2

;> # Vektorfeld norm eren
> N 1= sqrt(v[1]"2+v[2]"2);

1
1+
/ (2 +x)° ) ()

1

1
1
/ : (2 +x)° ) ()’

1

[> p = fieldplot(w x
> qg := plot([gl, g2],

> display({p, qf, qg},

1
1+
| / (¥ 4% (@)

= 1.45..3, y = -0.6..0.6):

(f+w)y€2

2..3,colour=[red, green]):

> qf = plot(fl, x=a..3,colour=yellow):

axes = frane);
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# Beispiel mt unendlich vielen Losungen
restart:

Dgl :=diff(y(x),x)*sin(x) = 2*y(x)*cos(Xx);
Dgl:= (% y(x)j sin(x) = 2 y(x) cos(x)
AB : = y(0) = 0;

AB:=y(0) =0
# kei ne ei ndeuti ge Loesung
Lsg : = dsolve({Dgl, AB}, y(Xx));
Lsg:=y(x) = —% _Clcos(2x)+ % _ClI

sinmplify(eval (Dgl, Lsg));
2 _C1cos(x) sin(x)2 =2 _CIcos(x) sin(x)2

>f :=rhs(Lsg);

1 1
:: - — 1 _
f > _Clcos(2x)+ > _Cl1

pl ot ([ seq(subs(_Cl=k,f),k=-2..2)],x=-Pi..3*Pi);
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# Mapl e hat unendlich viele Loesungen gefunden
# di es sind aber noch nicht alle

sinmplify(subs(x=n*Pi,f)) assum ng n::integer;
0
sinmplify(subs(x=n*Pi,diff(f,x))) assum ng n::integer;
0

# man kann den Stellen x=n*Pi differenzi erbar von ei nem
Loesungszwei g auf den anderen wechsel n
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