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Numerik partieller Differentialgleichungen — 2. Ubungsblatt

Aufgabe 5:

Sei Q € R™ " eine orthogonale Matrix, n > 1. Sei u € C2(R") gegeben und v € C?(R") definiert durch
den Basiswechsel v(x) := u(Qx). Zeigen Sie, dass Av = Au.

Aufgabe 6:

Beweisen Sie das Fundamentallemma der Variationsrechnung. Das heisst zeigen Sie, dass fiir alle
feC(,R),Q CR" ein offes Gebiet mit
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erfiillt ist.
Aufgabe 7:
Sei 2 = [0,1]? und die Differentialgleichung

{—Au(x) = f(z) VxeQ
u(z) = g(x) Vo € 0

gegeben. Geben Sie die Matrix A und den Vektor b, aus dem linearen Gleichungssystem
Az =b (2)

an, welches aus der Finite-Differenzen-Approximation obiger Gleichung mit einem regelméfligen Gitter

mit Gitterweite h = ﬁ hervorgeht.

b.w.



Aufgabe 8: (Kollokationsverfahren fiir Randwertprobleme)
Betrachte das Randwertprobleme

v = f(z,y) auf [a, b], feCeRx ]Rd,]Rd)
r(y(a),y(b)) =0

Idee von Kollokationsverfahren: Suche Niherungslsungen u in einem Teilraum von C([a, b], R?)
und verlange, dass diese die Differentialgleichung in endlich vielen Punkten und die Randbedingung
erfiillen.

Wihle eine Unterteilung von [a,b] in a = 21 < - -+ < Zyy41 = b, nenne die Schrittweiten hj=xj1—x;j.
Wihle weiterhin Kollokationsknoten ci, ..., cs € [0, 1] paarweise verschieden.

Kollokationsverfahren: Suche u : [a,b] — R? stetig, so dass

° u][% ] € Ps, Ps der Vektorraum der Polynome vom Grad < s.

Tj+1
o u(z) = f(z,u(z)) firz=a;+ch;,1<j<m,1<k<s
o r(u(a),u(b)) =0

Bestimmen Sie fiir d = 1, s = 2, die Kollokationsknoten ¢; = 1/3 und ¢o = 2/3, m =3, a = x1 =

l,x9 = 4,23 = 7,24 = 10 = b und die rechte Seite f(z,y(x)) = = + y(x) das entstehende lineare
Gleichungssystem. Als Randbedingung sei y(a) + y(b) = 1 vorgegeben.

Hinweis: Benutzen Sie fiir die Darstellung der Polynome die Lagrange-Basis zu den Knoten 0,1/2,1

ui(r) = Niwlik(T),
k=0

wobei Sie die Polynome auf das Einheitsintervall tranformieren. Wieso ergeben sich Polynome zweiten
Grades? Vergessen Sie bei Aufstellung des Gleichungssytems nicht die Stetigkeit von w.
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