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Aufgabe 51:

Für die durch die Steifigkeitsmatrix definierten Normen ||| · |||s ist Ihnen bekannt, dass

|||vh|||21 ≤ |||vh|||0 · |||vh|||2 für alle vh ∈ Vh.

Zeigen Sie, dass für die Sobolev-Normen entsprechend gilt: Es gibt eine Konstante c, so dass

‖v‖21 ≤ c ‖v‖0 · ‖v‖2, für alle v ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) mit Ω ⊂ Rn, n ≥ 2.

Geben Sie c explizit an.

Aufgabe 52:

Sei L > 0 ein festes feinstes Level und sei ukL 7→ uk+1
L ein Schritt des Mehrgitterverfahrens. Mehrgit-

terverfahren sind lineare Iterationen, d. h. es gibt eine Iterationsmatrix G ∈ RNL×NL , so dass für den
Fehler ekL = uL − ukL gilt ek+1

L = GekL.

(a) Geben Sie die Iterationsmatrix für das Zweigitterverfahren (also L = 1) explizit an. Verwenden
Sie das gedämpfte Jacobi-Verfahren als Glätter. Erinnerung: Die Iterationsmatrix des gedämpf-
ten Jacobi-Verfahrens in RN` ist I`−ωD−1

` A`, wobei D` die Diagonale der Steifigkeitsmatrix A`
und I` die Einheitsmatrix auf Level ` sind.

(b) Zeigen Sie, dass in diesem Fall der Spektralradius von G nur von der Summe der Glättungs-
schritte ν1 + ν2 abhängt, nicht aber von der Anzahl der Vor- bzw. Nachglättungsschritte (ν1

bzw. ν2) einzeln.

Aufgabe 53:

Seien A,B ∈ L(X) stetige, kommutierende Operatoren, d.h. AB = BA. Zeigen Sie

(a) BR(λ,A) = R(λ,A)B ∀ λ ∈ ρ(A),

(b) R(λ,A)R(µ,B) = R(µ,B)R(λ,A) ∀ λ ∈ ρ(A), µ ∈ ρ(B),

(c) R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A) ∀ λ, µ ∈ ρ(A).

(d) Für A,B ∈ L(X) sind die folgenden beiden Aussagen äquivalent:

(1) AB = BA

(2) exp(t(A+B)) = exp(tA) exp(tB) für alle t ∈ R.

Hinweis: Benutzen Sie für (2) =⇒ (1) in (c) zweite Ableitungen der auftretenden Funktionen.

Aufgabe 54:

Sei A ∈ L(X), D ein zusammenhängendes Gebiet, das im Inneren die Eigenwerte von A enthält und
Γ eine Kurve, die gegen den Uhrzeigersinn den Rand von D parametrisiert. Zeigen Sie

etA =
1

2πi

∫
Γ

eλtR(λ,A) dλ.

Hinweis: Entwickeln Sie die Resolvente in eine Neumann’sche Reihe und benutzen Sie dann eine
Verallgemeinerung der Cauchy’schen Integralformel für höhere Ableitungen.

Besprechung in der Übung am Freitag, 05. Juli 2019.


