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Aufgabe 51:
Fiir die durch die Steifigkeitsmatrix definierten Normen || - || ist Thnen bekannt, dass
lonll < lonllo - lonllz  fiic alle vy, € Vi,
Zeigen Sie, dass fiir die Sobolev-Normen entsprechend gilt: Es gibt eine Konstante ¢, so dass
lv||2 < cllvllo - [|v]|2, fir alle v € H*(Q)NHN(Q) mit Q C R, n>2.
Geben Sie ¢ explizit an.

Aufgabe 52:

Sei L > 0 ein festes feinstes Level und sei u¥ T ulzﬂ ein Schritt des Mehrgitterverfahrens. Mehrgit-

terverfahren sind hneare Iterationen, d.h. es gibt eine Iterationsmatrix G € RNeXNL 5o dass fiir den
Fehler eL =ur — uL gilt ekH GeL

(a) Geben Sie die Iterationsmatrix fiir das Zweigitterverfahren (also L = 1) explizit an. Verwenden
Sie das geddampfte Jacobi-Verfahren als Glatter. Erinnerung: Die Iterationsmatriz des geddmpf-
ten Jacobi- Verfahrens in RNt ist I, — wDe_lAg, wobei Dy die Diagonale der Steifigkeitsmatriz Ay
und Iy die Einheitsmatriz auf Level £ sind.

(b) Zeigen Sie, dass in diesem Fall der Spektralradius von G nur von der Summe der Gléttungs-
schritte v1 + v abhéngt, nicht aber von der Anzahl der Vor- bzw. Nachgliattungsschritte (v
bzw. v2) einzeln.

Aufgabe 53:
Seien A, B € L£(X) stetige, kommutierende Operatoren, d.h. AB = BA. Zeigen Sie

(a) BR(\,A) = R(\A)B Y\ € p(A),

(b) R(A, ) (n, B) = R(p, B)R(X, A) Y A€ p(A), € p(B),
(c) RN A) = R(p, A) = (b= RN A)R(p, A) VA, pe p(A).
(d) Fir A, B € L£(X) sind die folgenden beiden Aussagen #dquivalent:

(1) AB=BA

(2) exp(t(A + B)) = exp(tA) exp(tB) fiir alle t € R.
Hinweis: Benutzen Sie fiir (2) = (1) in (c) zweite Ableitungen der auftretenden Funktionen.
Aufgabe 54:

Sei A € L(X), D ein zusammenhéngendes Gebiet, das im Inneren die Eigenwerte von A enthédlt und
I" eine Kurve, die gegen den Uhrzeigersinn den Rand von D parametrisiert. Zeigen Sie

1
et = ,/eM R(\, A)d).
271'1 T

Hinweis: Entwickeln Sie die Resolvente in eine Neumann’sche Reihe und benutzen Sie dann eine
Verallgemeinerung der Cauchy’schen Integralformel fiir hhere Ableitungen.

Besprechung in der Ubung am Freitag, 05. Juli 2019.



