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Aufgabe 5:

Zeigen Sie die Implikation i) == i) aus Satz 1.3, d. h. sei (T'(t))+>0 eine normstetige Halbgruppe, so
gilt: Die Abbildung ¢ — T'(¢) ist differenzierbar und

d

T = AT(t) =T(HA mit A:= 7(0) = ET(t)‘t:O

dt

Hinweis: Aufgabe 3
Aufgabe 6:

Zeigen Sie die Implikation i) = i77) aus Satz 1.3, d. h. sei (T'(t))¢>0 eine Halbgruppe, fiir die gilt:
Die Abbildung t — T'(t) ist differenzierbar und

d . . d
&T(t) =AT(t)=T({t)A mit A:=T(0) = &T(t)]tzo,
dann ist A € L£(x) und T'(t) = exp(tA) fir ¢t > 0.

Aufgabe 7:

Seien A, B € L£(X) stetige, kommutierende Operatoren, also AB = BA. Zeigen Sie die beiden folgen-
den Lemmata aus Einschub A:

(a) Lemma A.10, d.h. dann kommutieren auch die Resolventen des einen Operators mit dem anderen
Operator:
BR(M\A)=R(NA)B VA€ p(A)

(b) Lemma A.11, d.h. dann kommutieren auch die Resolventen:

R(A A)R(p, B) = R(p, B)R(A\,A) VA€ p(A),p € p(B)
Zeigen Sie weiterhin

(c) Fir A, B € £(X) die folgenden beiden Aussagen dquivalent sind

(1) AB=BA
(2) exp(t(A+ B)) = exp(tA) exp(tB) fiir alle t € R.

Hinweis: Benutzen Sie fiir (2) = (1) in (c) zweite Ableitungen der auftretenden Funktionen.

Aufgabe 8: Sei X =Ch(R):={ feC(R)|Ve>03 K CR kompakt mit |f(s)| <efirse R\ K }
versehen mit der Surpremumsnorm. Fiir festes o« > 0 definiere den Operator A, als den Differenzen-
quotienten

1
Aaf(s):=—(fs+a) = fs)), feX,seR
Zeigen Sie, dass A, € L(X) mit ||As|| < 2/, also

|exp(tAa)|| < exp(t2/a)  Vt#0.



Allerdings kann exp(tA,) explizit also

™t/ \k
exp(tAqy) f(s) = exp(—t/a) Z ( /k;é) f(s+ka), feX,seR
k=0 '
und erfiillt daher die viel bessere Bedingung
lexp(tAa)| = 1.

Besprechung in den Ubungen am Donnerstag, den 19. April 2012, 14:30 Uhr in 25.22-
00.72



