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Singulärwertzerlegung

Definition und Satz. Jede Matrix A ∈ Km,n mit rang(A) = p besitzt eine
Singulärwertzerlegung, d.h. ein System

{σi , uj , vk | i = 1, . . . , p, j = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n}

mit σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ,≥ σp > 0 und Orthonormalbasen {uj}mj=1 und {vk}nk=1

des Km bzw. Kn, wobei

Avi = σiui , ATui = σivi , i = 1, . . . , p,

Avk = 0, ATuj = 0, j , k > p

σi heißen Singulärwerte von A, vi rechte und ui linke Singulärvektoren.

A = UΣVH mit ui = U(:, i) und vi = V (:, i)
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Singulärwertzerlegung

In Matrizenschreibweise:

U = [u1, . . . , um] ∈ Km,m, V = [v1, . . . , vn] ∈ Kn,n

Σ =


σ1 0 0

. . .
...

0 σp 0
0 · · · 0 0


Dann gilt UHU = I , VHV = I und

A = UΣVH , AH = VΣUH , Σ = UHAV ,

A =

p∑
i=1

σiuiv
H
i , AH =

p∑
i=1

σiviu
H
i
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Geometrische Interpretation

Durchlaufen die Vektoren

x = αivi + αjvj + αkvk , ||x ||2 = α2
i + α2

j + α2
k = 1

die Einheitskugel des Unterraums span{vi , vj , vk}, dann durchlaufen ihre
Bilder

Ax = σiαiui + σjαjuj + σkαkuk ,= βiui + βjuj + βkuk ,

ein Ellipsoid in dem durch ui , uj und uk aufgespannten Teilraum des Rm,
denn

1

σ2i
β2i +

1

σ2j
β2j +

1

σ2k
β2k = α2

i + α2
j + α2

k = 1

(Ellipsoid mit Scheitelpunkten (±σi , 0, 0), (0,±σj , 0),
(0, 0,±σk) in den zu (ui , uj , uk) gehörenden Koordinaten.)
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Beispiel

A =

[
1 2
0 2

]
, Python: U,S,V = npl.svd(A)

v2

v 1 A σ
2 u

2

σ 1
u 1
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Anwendung

Satz. Sei A = UΣVH =
∑n

i=1 σiuiv
H
i und Ak =

∑k
i=1 σiuiv

H
i . Dann gilt

||A− Ak ||2 ≤ ||A− B||2

für alle Matrizen B mit rangB = k und ||A− Ak || = σk+1.
Es gilt auch Ak = UΣkV

H mit Σk = diag(σ1, . . . , σk , 0, . . . , 0)

Anwendung: Datenkompression
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