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1 11. Vorlesung: Singularwertzerlegung, Teil 1

import numpy as np
import numpy.linalg as npl
from matplotlib import pyplot as plt

plt.close("all”)

1.1 Singulirwertzerlegung in numpy.linalg

full SVD

A = np.random.rand (9, 6);

U, sigma, Vh = npl.svd(A);

print (U.shape, sigma.shape, Vh.shape)
V = Vh.T

| (9, 9) (6,) (6, 6)

Erzeuge mxn Diagonalmatrix Sigma:

Sigma = np.zeros((9,6),dtype=complex)
Sigma[:6, :6] = np.diag(sigma)

Uberpriife: A = U Sigma VT

print (np.max (np.abs (A-UCSigmal@V.T)))

‘1.665334536946—15

reduced SVD

A = np.random.rand (9, 6);

U, sigma, Vh = npl.svd(A, full_matrices=False);
print (U.shape, sigma.shape, Vh.shape)

V = Vh.T

| (9, 6) (6,) (6, 6)



Erzeuge nxn Diagonalmatrix Sigma:

Sigma = np.diag(sigma)

Uberpriife: A = U Sigma V'T

print (np.max (np.abs (A-UCSigma@v.T)))

‘6.80011602583e—16

Beachte: als default wird full_matrix = True benutzt

1.2 Zeichne Vektor (Pfeil)

plt.figure();
plt.arrow(0, 0, 0.5, 0.5, head_width=0.1, head_length=0.1, facecolor="k’,\
edgecolor="k’, length_includes_head="True’)

‘<matplotlib.patches.FancyArrow at 0x7f3c6c5b07£0>
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Da wir demnéchst mehrere Vektoren zeichnen wollen, fiihren wir eine Variable (ein Dictionary)
fir die optionalen Parameter ein

arrowProps = {
"head_length": 0.1,



"head_width": 0.1,

"edgecolor": "k’,
"facecolor": "k’,
"length_includes_head": True,

Anmerkung: Dictionarys weisen einem Schliissel (z.B. ein String) ein anderes Objekt zu. Beispiel:

print (arrowProps|[’edgecolor’])

|k

Es ist also so was wie ein Liste, nur dass man statt einer Zahl als Index auch andere Dinge ver-
wenden kann. Weiter Infos unter https:/ /www.python-kurs.eu/python3_dictionaries.php

Zeichnen

plt.figure(figsize = (5,5));
plt.arrow (0, 0O, 0.5, 0.5, x*arrowProps)
# *+arrowProps: entpackt das Dictionary filir den Funktionsaufruf

<matplotlib.patches.FancyArrow at 0x7f3c6c23b780>
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Geometrische Interpretation fiir symmetrische Matrizen: Die Einheitssphére wird auf eine Ellipse
abgebildet, lamda_1 r_1 und lambda_2 r_2 beschreiben die Hauptachsen der Ellipse

Betrachte zunécht eine symmetrische Matrix

A = np.array([[1.,1.],[1.,2.11)
eig, R = npl.eig(A)

plt.figure ()
plt.subplot (121)

# Definiere Vektoren n auf der Einheitssphdre S1

npt = 100

phi = np.linspace (0, 2 = np.pi,npt);
n = np.zeros ((2,npt))

n[0,:] = np.cos(phi)

nf(l,:] = np.sin(phi)

# Zeichne Punkte auf Einheitssphdre Sl
plt.plot(*n,’k’) # % entpackt das Array
plt.axis ("equal’)




# Zeichne die Vektoren v_1 und v_2
plt.arrow (0, O, *R[:,0], =xarrowProps) # r_ 1
plt.arrow (0, 0, *R[:,1], #**arrowProps) # r_ 2
plt.text (x1.2xR[:, 0], "Sr_1S");

plt.text (#1.2*R[:, 11, "Sr_2s");

plt.axis (’equal’)

plt.axis([-2, 2, -3, 31)

plt.title(’$n \in S°1$, eigenvectors’)

plt.subplot (122)

# Berechne die Vektoren A@n und zeichne die Werte als Punkte auf Ellipse
b=np.zeros ((2,npt))
b = Aln

plt.plot (xb, " k’)

# Zeichne die Vektoren lambdal*rl und lambdaZx*r2
plt.arrow (0, 0, *A@R[:,0], =**arrowProps)

plt.arrow (0, 0, *A@R[:,1], =**arrowProps)

plt.text (x0.5+xeig[0]*R[:, 0], "S\lambda_1 r_1S");

plt.text (x0.5+xeig[1]*R[:, 11, "S\lambda_2 r_2S");

plt.axis ("equal’)

plt.axis([-2, 2, -3, 31)

plt.title (' Apply symmetric matrix $AS$ to $n$, $n \in S71$')
plt.show ()

n € S1, eigenvectors Apply symmetric matrix Aton, n €S?
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Beachte: *R[:,0] entpackt Array / Tupel

Geometrische Interpretation der SVD: Das Bild der Einheitskugel ist fiir jede mxn Matrix eine

Hyperellipse Singuldrwerte beschreiben die Hauptachsen der Ellipse



from matplotlib import pyplot as plt

#import matplotlib.pyplot as plt ist das selbe
A = np.array([[1.,2.1,[0.,2.11)

U,s,Vh = npl.svd(A);

S = np.diag(s)

V = Vh.T

und nun zeichnen

plt.figure()
plt.subplot (121)

# Zeichne Punkte auf Einheitssphdre SI
plt.plot (*n, " k’)
plt.axis ('equal’)

# Zeichne die Vektoren v_1 und v_2
plt.arrow (0, 0O, =*V[:,0], xxarrowProps)
plt.arrow (0, 0, %V[:,1], **arrowProps)
plt.text (x1.2xV[:, 0], "Sv_1S");
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plt.text (x1.2«V[:, 11, "$v_28");
plt.axis ('equal’)
plt.axis([-3, 3, -4, 41)

plt.subplot (122)

# Berechne die Vektoren A@n und zeichne Punkte auf Ellipse
b = A@n

plt.plot (xb, k")

# Zeichne die Vektoren sigmal+ul und sigmaZxul
plt.arrow (0, 0, *AQ@V[:,0], =**arrowProps)
plt.arrow (0, 0O, =A@V[:,1], **xarrowProps)
plt.text (#1.05+s[0]*U[:, 0], "S\sigma_l u_1s");
plt.text (#1.2+«s[1]1*U[:, 11, "S\sigma_2 u_2S");
plt.axis ('equal’)

plt.axis([-3, 3, —4, 41)

plt.title('Apply S$AS to $n$, S$n \in S71S$7)

‘Text(O.S,l,’Apply SAS to $n$, Sn in S71S$’)



Apply Aton, n€S?
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Esgilt A=U@S@VT

Wir betrachten die Wirkung der einzelnen Matrizen separat

1. Multiplikation mit V.T:

plt
plt

plt
plt

plt
plt
plt

plt

plt
plt

plt
plt
plt

plt

plt.
.subplot (121)
.plot (*n,’ k")

.axis

plt.

plt.

# 2.

plt.

figure ()

.arrow (0, 0, %V[:,0], **arrowProps)

.arrow (0, 0, *V[:,1], =*arrowProps)

plt.

.text (

.axis (’equal
([-1

text (x1.2+V[:, 0], "S$v_1$", color "black");
*1.2+«V[:, 11, "Sv_2$", color = "black");
r
)

[-1.5, 1.5, -1.5, 1.5])

subplot (122)

.plot (*n,’ k")

.arrow (0,0, *V.TQ@V[:,0], =**arrowProps)
.arrow (0,0, *V.TQ@V[:,1], =**arrowProps)
text (x1.2+V.TQV[:, 0], "SV T v_18");
text (#1.2+V.TQ@V[:, 11, "SV°T v_2S");
.axis ("equal’)

.axis([-1.5, 1.5, -1.5, 1.5])
.title (' Apply SV TS’)

Multiplikation mit Diagonalmatrix:

figure ()




plt.subplot (121)
plt.plot (*n, " k’)

plt.arrow (0,0, *V.TQ@V[:,0], =**arrowProps)
plt.arrow (0,0, *V.TQ@V[:,1], **arrowProps)
plt.text (#1.2+V.TE@V[:, 0], "SV°T v_15");
plt.text (x1.2+«V.T@V[:, 1], "SV' T v_2S8");
plt.axis ('equal’)

plt.axis([-4, 4, -6, 61])

plt.subplot (122)
d=np.zeros((2,npt))
d = S@V.TGn

plt.plot (*d,’ k")
plt.arrow (0,0, *s
plt.arrow (0,0, *s

[ , **arrowProps)
[
plt.text (x1.05%s]
1
)

0]+V.T@V[:,0]

11%V.T@V[:,1], =xarrowProps)

0]*vV.TQ@VI[:, 0], ’"S$\sigma_1 V°T v_1$");
plt.text («1.2%s[1] 1, '"$\sigma_2 V°T v_2S$");
plt.axis ("equal’
plt.axis([-4, 4, -6, 61)

plt.title('Apply $\Sigma$ to S$V°T n$, $n \in S71$7)

*V.TEeV[:, 1

‘Text(O.S,l,’Apply S Sigma$ to $V°T n$, $n in S71$7)



Apply VT
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3. Multiplikation mit U:

plt.
.subplot (121)
.plot (xd, k")
plt.

plt
plt

figure ()

arrow (0,0, *s[0]*V.TGEV[:,0],

**arrowProps)

9



plt.arrow (0,0, *s[1]*xV.T@V[:,1], *xarrowProps)

plt.text (¥1.05%xs[0]*V.TQ@QV[:, 0], ’"S$\sigma_1 VT v_18");
plt.text (#x1.2%s[1]1*V.TEV[:, 1], ’S\sigma_2 VT v_2S$')
plt.aXLS(’equal’)

plt.axis([— 4, -6, 61)

plt.subplot (122)
Ud = Udd
plt.plot (xUd, " k")

# Zeichne die Vektoren sigmal*ul und sigmaZl+*ul2
plt.arrow (0, O, *UI 1*xV.T@V[:,0]), =**arrowProps)
plt.arrow (0, O, *UI ]*V.T@V[:,1]), =**arrowProps)
plt.text(*l 05%s[0] U[ 01, ’"S\sigma_1 u_1$");
plt.text (x1.2%s[1]1%U[:, 1], "S\sigma_2 u_2S$');
plt.title ("Apply S$US to S$V°T \Sigma n$, $n\in S71$")
plt.axis ('equal’)

plt.axis([-4, 4, -6, 61)

| (-4, 4, -6, 6]

Apply U to V'in, n€S?
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