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Singularwertzerlegung

Definition und Satz. Jede Matrix A € K™" mit rang(A) = p besitzt eine
Singuldrwertzerlegung, d.h. ein System

{J;,u_,',vk|i:1,...,p,j:1,...,m, k:].,...,n}

mit 01 > 02 > ..., > 0p > 0 und Orthonormalbasen {u;}"; und {vi};_;
des K™ bzw. K", wobei

_ T, _ .
Av; = oju;, Al up = ojv, i=1,...,p,

Av, = 0, ATy =0, jok>p
oj heiBen Singuldrwerte von A, v; rechte und u; linke Singuldrvektoren.

A=ULVH mit u; = U(:;, i) und v = V(:, 1)
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Singularwertzerlegung

In Matrizenschreibweise:

U=[w,...,un] € K™ V=[wv,...,vy] € K™

01 0 0
¥ = 5
0 op 0
0 --- 0 0

Dann gilt U"U =1, VHV =1 und

A=UxzVH, AP = vz uf, Yy = UMAv,

p P
A= E 0','U,'V,-H, AH = E O','V,'U,H
i=1 i=1
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Geometrische Interpretation

Durchlaufen die Vektoren
2 2 2 2
X = Vi + ojvj + v, ||x]] =aj taj +ap=1

die Einheitskugel des Unterraums span{v;, v;, v}, dann durchlaufen ihre
Bilder

Ax = ojajuj + ojojuj + ooy, = Biup + Biuj + Brug,
ein Ellipsoid in dem durch u;, uj und uy aufgespannten Teilraum des R™,

denn

1 1 1
7B?+75f+76£:a%+af+ai:1
o7 o o

(Ellipsoid mit Scheitelpunkten (+0;,0,0), (0, %+0;,0),
(0,0,+0%) in den zu (uj, uj, ux) gehdrenden Koordinaten.)
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Beispiel
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2], Python: U,S,V = npl.svd(A)
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Anwendung

Satz. Sei A= UXVH = ST ojuiv] Hund Ag = Zf‘ 1a,u, . Dann gilt
|A = Axll2 < [|A = Bl]2

fir alle Matrizen B mit rang B = k und ||A — Ak|| = ok+1.
Es gilt auch Ay = UL, V! mit £, = diag(oy,...,0%,0,...,0)

Anwendung: Datenkompression
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