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Symmetrische Matrizen

Erinnerung: Fiir A € R™"” symmetrisch, dann gilt
@ alle Eigenwerte von A sind reell

@ es gibt eine Orthonormalbasis {qi, ..., gn} von Eigenvektoren von A:
QTAQ = D =diag(A1,. .., An)

wobei Q@ = [q1 | ... | gn] orthogonal (QTQ =QQT = 1)

o Es gilt: Rang(A) = p genau dann, wenn genau p Eigenwerte \; von
Null verschieden sind.
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Eigenschaften von AT A

Lemma. Essei A€ R™" m > n.
O ATAist symmetrisch und positiv semidefinit.
@ AT A ist genau dann positiv definit, wenn kern(A) = {0}.
O In jedem Fall gilt

kern(AT A) = kern(A)
bild(AT A) = bild(AT) = kern(A)*
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Beweis

o AT A symmetrisch ist offensichtlich. Ferner ist
xTATAx = (Ax)T(Ax) = ||Ax|[> > 0 fiir alle x,

d.h. AT A positiv semidefinit und kern(AT A) C kern(A). Wegen
kern(A) C kern(AT A) folgt kern(AT A) = kern(A).
o bild(AT A) C bild(AT) ist klar, Gleichheit folgt aus
dim bild(ATA) = n — dim kern(AT A) = n — dim kern(A)
= rang(A) = dim bild(A) = dim bild(AT).

o Seien z € bild(AT) und x € kern(A) beliebig, dann gibt es y € R™
mit z=ATy und x"z=xTATy = (Ax)Ty = 0.
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Singularwertzerlegung

Es sei A€ R™", m > n mit Rang(A) = p. A1,..., A, seien die absteigend
sortierten Eigenwerte von AT A

)\]_2)\22...Z>\p>)\p+1:...:)\n:0
und vi,...,v, € R" sei eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren (von
AT A). Definiere
1 .
u,-:ﬁAv,-, i=1,...,p,

dann gilt

T 1 1 T 1 TaT AT

uj up = Av;) Ay, = vi (ATA)v, = ———Vv' v, = §j;

J \/)\»I\/yj( ) J Ai}\j ( )J m J y
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Singularwertzerlegung ||

Damit ist {u1,..., up} eine Orthonormalbasis von Bild(A), denn

dim bild(A) = rang(A) = p

Erganze diese durch weitere m — p Vektoren upy1, ..., um zu einer
Orthonormalbasis von R,
1
T AT .
A u,-:\m Avi =V Ajv, i=1,...,p
ATui =0 i=p+1,...,m
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Singularwertzerlegung Il1

Definition und Satz. Jede Matrix A € K™" mit rang(A) = p besitzt eine
Singuldrwertzerlegung, d.h. ein System

{J;,u_,',vk|i:1,...,p,j:1,...,m, k:].,...,n}

mit 01 > 02 > ..., > 0p > 0 und Orthonormalbasen {u;}"; und {vi};_;
des K™ bzw. K", wobei

_ T, _ .
Av; = oju;, Al up = ojv, i=1,...,p,

Av, = 0, ATy =0, jok>p
oj heiBen Singuldrwerte von A, v; rechte und u; linke Singuldrvektoren.

A=UZV* mit u; = U(:,i) und v; = V(:,i)
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Singularwertzerlegung IV

In Matrizenschreibweise:

U=lu,...,um] € R™™ V=[vi,...,vp] € R™"
o1 0 O

. ' :
0 op O
0 0 O

Danngilt UTU =1, VTV = | und

A=UzVT, AT =vsTuT, Yy =UTAV,

P P
A= E O','U,‘VI'T7 AT - E O','V,‘UI'T
i=1 i=1
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Geometrische Interpretation

Durchlaufen die Vektoren
2 2 2 2
X = Vi + ojvj + v, ||x]] =aj taj +ap=1

die Einheitskugel des Unterraums span{v;, v;, v}, dann durchlaufen ihre
Bilder

Ax = ojajuj + ojojuj + ooy, = Biup + Biuj + Brug,
ein Ellipsoid in dem durch u;, uj und uy aufgespannten Teilraum des R™,

denn

1 1 1
7B?+75f+76£:a%+af+ai:1
o7 o o

(Ellipsoid mit Scheitelpunkten (+0;,0,0), (0, %+0;,0),
(0,0,+0%) in den zu (uj, uj, ux) gehdrenden Koordinaten.)
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Beispiel

|

1 2
0 2

Y

N
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Eigenwert- / Singuldrwertzerlegung

Fir A € R™" diagonalisierbar gibt es X € C™" nicht singuldr mit

A= XNX1, A =diag(\1,...,\,) €C™"

Fir A € R™" beliebig gibt es orthogonale Matrizen U € R™"™, V € R™"
mit

A=UzVT, Y = diag(o1,...,0,) € R™"

mit o; > 0.
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Anwendung

Satz. Sei A= UX V' = ST oiuv; T und A = Zf( Lojujv; . Dann gilt
|A = Agll2 < [|A = Bl]2

fir alle Matrizen B mit rang B = k und ||A — Ak|| = ok+1.
Es gilt auch Ay = UL, VT mit &, = diag(oy,...,0%,0,..., k)

Anwendung: Datenkompression
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